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C. F . Manara. Note per il lavoro sul testo Ricostruiamo la matematica ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΦ 
[NdR. Testi dattiloscritti rieditati, aprile 2018] 

 

Nota 1. MAPPE (1993) 

 

I - MAPPA DELLA MATEMATICA COME ATTIVITÀ. 

 

1. La didattica della matematica è diversa da quella delle altre discipline, perché 

l'apprendimento della matematica deve essere sostanzialmente una re-invenzione, una 

costruzione autonoma di strutture, cƘŜ Ƙŀƴƴƻ ƛ ƭƻǊƻ ŦƻƴŘŀƳŜƴǘƛ ƴŜƭƭΩesperienza del mondo 

reale. Le esperienze elementari sono anzitutto quelle delle osservazioni o delle manipolazioni 

eseguite sugli insiemi finiti di oggetti (esperienze che danno origine ai concetti dell'aritmetica) 

ed in secondo luogo quelle che nascono dal porsi razionale del soggetto rispetto agli oggetti 

appartenenti all'ambiente che ci circonda (esperienze che danno origine ai concetti della 

geometria; si vedano anche le altre Mappe). In questo stretto legame con l'esperienza, e nella 

deduzione rigorosa, la matematica trova la sua giustificazione e la sua validità; essa infatti non si 

riduce ad un puro gioco con strutture artificiali, anche se·queste sono molto coerenti ed 

interessanti (si pensi ai vari giochi di strategia e di intelligenza, per esempio al gioco degli 

scacchi). 

 

2. La formazione del concetto è quasi sempre accompagnata dalla formazione di 

un'immagine mentale. Questa può essere molto utile, ma spesso è anche fuorviante. Inoltre, 

l'immagine non può sostituire il concetto, perché al massimo può servire da stimolo, ma non 

può essere il fondamento per una deduzione rigorosa. La possibilità di costruire immagini può 

essere considerata come uno dei grandi vantaggi e ed anche dei grandi pericoli della geometria. 

Si pensi per esempio al concetto di "cilindro circolare retto": per la maggioranza delle persone 

questo concetto è collegato all'immagine mentale di un oggetto che è pressappoco simile alla 

lattina di Coca-Cola. Invece anche il "Compact disk" o il capello stirato, considerati come oggetti 

tridimensionali, rispondono alla definizione di cilindro circolare retto; a questi oggetti possono 

quindi essere applicati tutti i ragionamenti che sono validi pe il concetto di cilindro circolare 

retto. 

 

3. La deduzione rigorosa è una delle caratteristiche della matematica: è la procedura che 

garantisce la certezza delle conclusioni e quindi la loro validità. In geometria, a partire dall'opera 

di Euclide, la deduzione viene fatta in forma verbale, secondo le leggi abituali della logica 

comune. Con l'evoluzione storica, la matematica viene caratterizzata sempre di più dall'impiego 

di simboli artificiali e dalla deduzione eseguita mediante l'applicazione delle leggi sintattiche di 

questi simboli: un esempio tipico è fornito dall'aritmetica, nella quale le deduzioni prendono la 

forma di calcoli, e questi sono eseguiti con l'impiego di procedure standardizzate (algoritmi) che 

sono in sostanza delle applicazioni delle regole sintattiche dei simboli; regole che si fondano 

sulle leggi delle manipolazioni degli insiemi, ed in definitiva quindi sulla logica. 
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4. Non interessa qui approfondire la definizione di "concetto"; limitiamoci a ricordare che 

esso può essere utilizzato in modo valido come predicato, in molte frasi che riguardano soggetti 

diversi; (per esempio il concetto "uomo" può essere utilizzato in infinite frasi: «Socrate è un 

uomo, Pompeo è un uomo, Cesare è un uomo, Tito è un uomo ecc.»). Solo l'impiego del 

concetto permette la deduzione rigorosa. 

 

5. La costruzione del concetto viene di solito accompagnata dalla formazione di un simbolo, 

il quale presenta il concetto alla nostra mente e soprattutto serve per esprimere il concetto e 

comunicarlo agli altri. Nel caso del linguaggio comune, il simbolo abitualmente utilizzato è una 

parola (o un gruppo di parole); per la matematica si ha in generale la costruzione di un simbolo 

artificiale, che rappresenta il concetto in modo convenzionale e rigoroso. Tuttavia, è noto che 

possono esistere vari tipi di simboli: si pensi per esempio a quei simboli iconici che vorrebbero 

dare indicazioni in modo diretto, senza passare attraverso la parola (l'omino che fugge, la 

sigaretta o la pipa cancellate, molti segnali stradali ecc.). Di una categoria analoga a questa sono 

i disegni che servono da appoggio per la rappresentazione dei concetti della geometria; ma non 

servono per la deduzione rigorosa, che deve essere affidata soltanto alla concatenazione dei 

concetti (idea già esposta da Platone). 

 

6. La matematica costruisce ed utilizza dei simboli molti validi ed efficaci, in quanto sono 

dotati di una sintassi; questa permette non soltanto la rappresentazione dei concetti, ma anche 

la deduzione rigorosa con l'utilizzazione delle leggi sintattiche: per esempio il nostro sistema di 

simboli convenzionali, che adottiamo per rappresentare i numeri naturali, si accompagna ad un 

insieme di regole, le quali permettono di rappresentare numeri comunque grandi e di eseguire 

le deduzioni (calcoli) mediante procedure standardizzate (algoritmi). Di solito i simboli sono 

tanto più potenti quanto più rigida è la loro sintassi: ciò richiede che la didattica della 

matematica si occupi anche dell'addestramento all'impiego sicuro, spedito e quasi automatico 

dei simboli: ma la didattica non può e non deve ridursi a questo addestramento. 

 

7. Uno strumento di ragionamento e deduzione, che viene utilizzato di fatto, ed in modo 

pratico ed acritico, ad un certo livello concettuale, può diventare oggetto di riflessione e quindi 

di conoscenza metodica ad un livello concettuale superiore. Per esempio, le regole di sintassi, 

che si applicano nella pratica degli algoritmi dell'aritmetica, possono diventare esse stesse degli 

oggetti di studio ad un livello superiore, livello al quale l'algebra studia le leggi generali delle 

operazioni. 

 

II - MAPPA DEI CONCETTI MATEMATICI 

 

1. La mappa presenta un insieme di gerarchie logiche, ma non pretende di riprodurre la 

genesi psicologica dei concetti e l'evoluzione intellettuale che si verifica nel processo di 

apprendimento. Quindi lo scopo della mappa è quello di illuminare il lavoro didattico, non di 

prescrivere una procedura, che deve tener conto di moltissimi altri fattori. 
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2. Manipolazione, identificazione di parti che si trovano soltanto potenzialmente nella 

realtà fisica; attività varie che conducono alla identificazione ed alla costruzione di strutture 

(tagliare, confrontare, sommare, misurare ecc.). 

3. Il concetto di ϦƎǊŀƴŘŜȊȊŀ ŎƻƴǘƛƴǳŀϦ ƴŀǎŎŜ ŘŀƭƭΩastrazione che si esegue non sulla realtà 

imƳŜŘƛŀǘŀƳŜƴǘŜ ǇŜǊŎŜǇƛǘŀΣ Ƴŀ ǎǳƭƭΩimmagine che la fantasia costruisce, ignorando le lacune ed 

i limiti dei sensi, ed estrapolando le sensazioni in vario modo. 

 

III - MAPPA DEL CONCETTO DI NUMERO NATURALE. 

 

1. Si può pensare che la genesi del concetto di numero naturale sia dovuta a due diversi tipi 

di esperienze elementari: quelle che portano al numero cardinale e quelle che portano al 

numero ordinale. Ed infatti in molte lingue esistono due diverse serie di vocaboli che esprimono 

questi concetti: in ƛǘŀƭƛŀƴƻΥ άǳƴƻ, due tre ecc." (numeri cardinali) e "primo, secondo, terzo ecc." 

(concetti ordinali). 

 

2. Si potrebbe dire che il numero cardinale identifica ciò che hanno in comune due insiemi 

finiti (di oggetti distinti) tra i quali interceda una corrispondenza biunivoca (bijezione). 

 

3. La scrittura romana dei numeri si avvale di convenzioni che sottintendono la 

rappresentazione simbolica di gruppi particolari (I, V, X, L, C, D, M) e le operazioni di addizione e 

di sottrazione; quella araboindiana (oggi adottata dalla scienza e da tutti i popoli civili) 

sottintende operazioni di addizione, moltiplicazione ed elevazione a potenza (del numero scelto 

come base). 

 

4. G. Cantor [Georg Cantor. 1845-1918] 

 

5. G. Peano [Giuseppe Peano. 1858-1932]. 

 

6. Scansione, successione diacronica di atti di pensiero, con la quale si identifica il posto di 

ogni elemento in un insieme, che risulta così ordinato. Il numero identifica il posto di ogni ben 

distinto elemento ŘŜƭƭΩƛƴǎƛŜƳŜ. 

 

7. La seconda simbolizzazione è grafica (cioè rappresenta i numeri mediante simboli grafici) 

e si avvale di determinate convenzioni. Per esempio, si hanno le convenzioni romane e quelle 

arabo-indiane. 

 

8. Un'operazione molto importante per la costruzione del concetto di numero naturale, e 

per la sua simbolizzazionŜΣ ǎƛ ǇƻǘǊŜōōŜ ŘŜǎŎǊƛǾŜǊŜ Ŏƻƴ ƭΩespressione "contare per gruppi"; questa 

operazione richiede un atto di astrazione, che conduce a considerare il gruppo di oggetti come 

un tutto unico ed a trattarlo come una "unità" di specie superiore. 
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9. La nostra simbolizzazione si fonda sulla scelta di una base di numerazione (il 10) e sulla 

nota convenzione posizionale; ne consegue che con 10 soli simboli elementari (le cifre) si può 

rappresentare un numero naturale qualunque. 

 

10. Le leggi fondamentali delle operazioni sui numeri fondano le regole di manovra dei 

simboli che si adottano. 

11. Le regole di calcolo danno luogo ad algoritmi, cioè a procedure che possono essere 

realizzate in più stadi, in modo tale che, in ogni stadio, si tiene conto dei risultati dei precedenti 

(per esempio le regole di riporto nelle addizioni ecc.). bŜƭƭΩapplicazione degli algoritmi vi può 

essere qualche discrezionalità (per esempio la somma in colonna può essere eseguita partendo 

dall'alto oppure dal basso), ma tale discrezionalità non può diventare arbitrarietà: le leggi 

fondamentali delle operazioni devono sempre essere rispettate. 

 

IV - MAPPA DEI CONTENUTI. 

 

1. Nessuna scienza (e quindi in particolare neppure la matematica) può essere insegnata 

seguendo pedissequamente il suo sviluppo storico. Tuttavia, lŀ ŎƻƴǎƛŘŜǊŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭƭΩevoluzione 

storica del pensiero matematico è fondamentale per poter identificare le esperienze elementari, 

partendo dalle quali è stata costruita la matematica. In questo modo è possibile realizzare una 

didattica che parta da un contesto ricco e sia una reinvenzione attiva dei concetti e delle 

procedure; e permetta pertanto quella appropriazione dei concetti che fonda la loro 

conoscenza, per così dire, "dall'interno", ed il possesso sicuro delle procedure. 

 

2. Vi sono due tipi di esperienze sugli insiemi finiti [si veda la MAPPA DEL CONCETTO DI 

NUMERO NATURALE]: tali esperienze conducono ad identificare due aspetti del concetto di 

numero: la cardinalità e l'ordinalità. Entrambi questi aspetti sono stati presentati in forma 

rigorosa [si veda ancora la Mappa citata]. Dall'esperienza i bambini traggono entrambi gli 

aspetti; la didattica può approfittare dell'esperienza elementare per una sintesi che porti ad una 

appropriazione vitale dei concetti e delle procedure. 

 

3. I due filoni di contenuti, aritmetico e geometrico, si incontrano e confluiscono nella 

teoria della grandezza e della misura; teoria che richiede la costruzione di un sistema di simboli, 

costituiti dai numeri razionali. 

 

4. Il punto di partenza sta nell'insieme delle manipolazioni degli oggetti e nelle relazioni del 

soggetto con l'ambiente fisico in cui è immerso. 

 

5. La costruzione dell'immagine mentale è il risultato di una complessa operazione di 

astrazione (che conduce a concentrare l'attenzione su certi aspetti della realtà materiale ed a 

prescindere da altri aspetti), e di elaborazione delle sensazioni per opera della fantasia. 

 

6. Un momento fondamentale di sviluppo intellettuale si verifica con il passaggio da una 

descrizione coerente e non contradditoria ma soggettiva della realtà, ad una descrizione 
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oggettiva, valida per ogni osservatore. Questo passaggio pone il germe per l'identificazione degli 

invarianti, sui quali si concentra l'impostazione della "geometria delle trasformazioniέΦ 

 

7. La sintassi dei simboli non è arbitraria, ma da una parte traduce le proprietà della realtà 

simbolizzata, e dall'altra permette la deduzione. 

 

V - MAPPA DEL CONCETTO DI NUMERO RAZIONALE. 

 

1. La divisibilità non deve essere confusa con la continuità. Questa era considerata in 

passato come una proprietà intuitiva della materia e di certe figure geometriche. LΩenunciazione 

rigorosa ed esplicita del concetto di continuità risale alla seconda metà del secolo XIX, ed ha 

accompagnato la costruzione rigorosa del concetto di numero reale. 

 

2. Si ammette che le grandezze che vengono considerate in geometria elementare e nella 

fisica classica soddisfino alla proposizione detta "di Archimede": «Date due grandezze, l'una più 

piccola dell'altra, esiste sempre un multiplo della prima che supera la seconda». Alcuni Autori 

chiamano questa proposizione "postulato" oppure "assioma" di Archimede. Il fatto che una 

proposizione qualunque (e non soltanto questa) sia da qualificarsi come assioma o come 

teorema (perché può essere dimostrata) non dipende dalla proposizione stessa, presa 

isolatamente, ma dalla teoria nella quale essa viene inserita. 

 

3. Il concetto di "grandezza" traduce teoricamente, a livello astratto, certe importanti 

proprietà di moltissime classi di enti della realtà concreta: lunghezze, aree, volumi, capacità, 

pesi, prezzi, somme di denaro, durate, intensità di correnti elettriche, differenze di potenziale 

elettrico, velocità ecc. ecc. In ogni specifica classe di enti concreti esiste una tecnica per 

verificare il sussistere della relazione di equivalenza. Tuttavia, adottiamo un unico simbolo, e 

precisamente il simbolo "=", per indicare tale relazione, perché, a livello astratto essa è 

qualificata dalle sue proprietà formali: riflessiva, simmetrica e transitiva. E tali proprietà sono 

quelle che permettono la deduzione rigorosa, nei ragionamenti matematici. Tuttavia, alcuni 

Autori utilizzano spesso delle notazioni particolari per indicare alcune relazioni di equivalenza 

sulle quali essi vogliono attirare l'attenzione: un esempio di ciò è la relazione di equivalenza tra 

figure poligonali piane, che nasce dalla uguaglianza di area; relazione alla quale alcuni Autori di 

testi riservano, quasi in esclusiva, il nome di "equivalenza". 

 

4. In questa teoria, il termine "somma" viene utilizzato di solito in due significati diversi: per 

indicare una determinata operazione di composizione interna in un insieme, e per indicare il 

risultato di tale operazione. Anche per realizzare l'operazione di άsommaέ, in ogni classe di 

grandezze del mondo reale, esistono delle procedure specifiche: per es. il segmento "somma" di 

due altri non si ottiene con le stesse procedure con cui si ottiene il peso "sommaέ di due altri. 

Tuttavia, scegliamo di indicare l'operazione con l'unico simbolo ά+έ, perché, a livello astratto, 

l'operazione stessa viene qualificata dalle sue proprietà formali: commutativa, ed associativa; e 

distributiva rispetto alle varie operazioni di "prodotto". 
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5. L'operazione di somma entra nellΩespressione di altre proprietà delle grandezze, 

considerate elementarmente: la divisibilità assicura che ogni grandezza, diversa dalla grandezza 

zero, può essere considerata come la somma di due altre, ognuna diversa dalla grandezza zero. 

La monotonia assicura che se la somma di due (o più) grandezze è la grandezza zero, allora ogni 

addendo è la grandezza zero. Mediante queste proprietà si può introdurre in ogni classe di 

grandezze un ordinamento; nella trattazione elementare si accetta che tale ordinamento sia un 

ordinamento totale; cioè che due grandezze di una classe di grandezze omogenee siano sempre 

confrontabili. 

 

6. La trattazione della proprietà di continuità delle grandezze di una classe è strettamente 

collegata con quella di insiemi di infinite grandezze della classe; e la sua espressione simbolica è 

collegata con la considerazione di classi di infiniti numeri razionali, che costituiscono i numeri 

detti "reali". In forma elementare, per le grandezze assolute ed archimedee, la proprietà di 

continuità può essere enunciata postulando che: «Dato un insieme superiormente limitato di 

grandezze, tutte appartenenti alla stessa classe di grandezze omogenee, esiste una grandezza 

della classe che è l'estremo superiore delle grandezze dell'insieme». 

 

7. Nasce un insieme di nuovi concetti e quindi di nuovi simboli, insieme che costituisce un 

ampliamento del 'insieme dei numeri naturali; per questi nuovi simboli si definisce una sintassi, 

cioè un insieme di regole di calcolo, che permettono la deduzione, e soprattutto permettono di 

rappresentare le nostre operazioni sulle grandezze. La manovra di questi simboli presenta per i 

discenti una difficoltà psicologica che è nuova rispetto a quelle presentate dalla applicazione 

delle regole sintattiche dei simboli dei numeri naturali: infatti un singolo numero razionale può 

essere rappresentato in infiniti modi, con una frazione qualsiasi appartenente ad una medesima 

classe di frazioni equivalenti. La relazione di equivalenza tra frazioni viene giustificata 

nell'atteggiamento che conduce a considerare la frazione come un operatore fra grandezze: 

infatti due frazioni, esteriormente diverse tra loro, sono dette equivalenti quando danno lo 

stesso risultato, considerate come operatori su una grandezza qualunque. La classe di 

equivalenza di frazioni (considerate come operatori tra grandezze) viene considerata come un 

tutto unico; per questi nuovi enti si possono definire delle relazioni e delle operazioni. E ciò 

autorizza ad attribuire a questi nuovi enti il nome di numeri razionali. 

 

8. Quando si consideri il numero razionale come un operatore tra grandezze, è possibile 

costruire infinite grandezze di una classe a partire da una di esse; se quest'ultima viene chiamata 

"unità di misura", allora il numero razionale che dà una grandezza qualunque può essere 

chiamato "misura" di questa, rispetto alla grandezza scelta come unità. È questo il punto di 

partenza per la codificazione della realtà mediante simboli matematici; codificazione che 

stabilisce un "isomorfismo" tra le operazioni sulle grandezze e quelle eseguite sulle loro 

rappresentazioni simboliche: si dimostra infatti che: "la misura di una grandezza che è somma di 

due altre è la somma delle misure di queste". 

 

9. Ci si domanda se ogni grandezza è rappresentabile mediante un numero razionale 

(beninteso quando sia stata fissata una grandezza come unità di misura). La risposta è 
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NEGATIVA: l'insieme delle grandezze è molto più ricco dell'insieme dei numeri razionali. Quando 

una grandezza viene rappresentata da una misura che è un numero razionale, essa viene detta 

"commensurabile" con l'unità di misura. Ma la geometria ci offre degli esempi di grandezze che 

non sono rappresentabili con una misura razionale; esse vengono chiamate "incommensurabili" 

con l'unità di misura. Tale è per esempio la diagonale di un quadrato quando si assuma il lato 

come unità, e la circonferenza, quando si assuma il raggio come unità.  

Lo strumento concettuale che permette di dominare ogni grandezza continua è il "numero 

reale". In forma molto sommaria, si potrebbe dire che i numeri reali sono classi superiormente 

limitate di infiniti numeri razionali, per le quali si definiscono opportune relazioni ed operazioni. 

 

 
Norimberga Neues Museum. F. Morellet. [ΩŀǾŀƭŀƴŎƘŜΦ Come rappresentarsi rette sghembeΧΧ 

 

 

NdR. Si può vedere anche in rete: Paolo Valabrega. Matematica archimedea e non. 

https://www.accademiadellescienze.it/attivita/editoria/periodici-e-collane/quaderni/quaderni-n-28-

2017 

 

 

 

 

  

https://www.accademiadellescienze.it/attivita/editoria/periodici-e-collane/quaderni/quaderni-n-28-2017
https://www.accademiadellescienze.it/attivita/editoria/periodici-e-collane/quaderni/quaderni-n-28-2017
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Nota 2. CFM. Per il CAPITOLO II - IL LINGUAGGIO DELLA MATEMATICA 

 

Matematica e realtà. 

 

Nel Capitolo precedente abbiamo ǘǊŀǘǘŀǘƻ ŘŜƭ ŎƻƴŎŜǘǘƻ Řƛ ƎǊŀƴŘŜȊȊŀ Ŝ ŘŜƭƭΩƻǇŜǊŀȊƛƻƴŜ Řƛ ƳƛǎǳǊŀ ŘŜƭƭŜ 

grandezze. Vogliamo qui ritornare a riflettere su ciò che abbiamo detto, allo scopo di guardare i concetti 

presentati da un punto di vista più generale ed elevato. Cercando di riassumere in breve ciò che 

abbiamo detto finora, potremmo osservare anzitutto che la matematica ci ha offerto gli strumenti per 

rappresentare con precisione la realtà materiale e conoscere le sue proprietà. Non intendiamo 

precisare qui che cosa sia la matematica; infatti la moderna evoluzione critica sconsiglia di pronunciare 

o di scrivere delle frasi come: "La matematica è la scienza che studia queste e quest'altre cose, con 

questi e quest'altri metodi o frasi dello stesso tipo, che si potevano leggere frequentemente in una 

certa manualistica oggi superata, e che sono forse ancora oggi pronunciate o scritte da qualche autore 

dotato di una certa ingenuità o sprovvedutezza. (Questo nostro atteggiamento è giustificato anche dal 

fatto che la dottrina, comunemente chiamata l'matematica", ci si presenta oggi sotto diversi aspetti, 

che sarebbe difficile (e forse inutile) elencare in modo completo.  

Vogliamo tuttavia qui soffermarci su un aspetto della matematica, che si presenta come 

particolarmente importante nell'insegnamento elementare: vogliamo dire della matematica come 

insieme di concetti e di simboli diretti a comprendere e descrivere la realtà, la quale è oggetto di un 

certo insieme di esperienze elementari fatte dal giovane in età scolare preadolescenziale. Diremo 

brevemente che in questo ordine di idee la matematica ci si presenta come un linguaggio, che ha certi 

scopi e che ubbidisce a certe regole. 

È facile osservare che uno dei primi incontri del bambino con i concetti matematici lo porta a costruire 

il concetto di numero naturale: questo viene elaborato con due atteggiamenti, che sono in certo modo 

paralleli e complementari; infatti molto presto viene costruito il concetto di numero naturale cardinale 

e di numero naturale ordinale. Ciò è testimoniato anche dal fatto che presso molte lingue (morte 

oppure ancora vive) esistono due serie di vocaboli dedicati a rappresentare questi due aspetti del 

numero: per esempio in italiano abbiamo: uno, due, tre, quattro ecc., ed anche primo, secondo, terzo, 

quarto ecc. Tuttavia, è immediato osservare che questo linguaggio matematico, in origine del tutto 

spontaneo e naturale, è diventato, attraverso una evoluzione millenaria, uno strumento di espressione 

che è anche convenzionale, e quindi una specie di linguaggio cifrato, codificato con regole che non a 

tutti appaiono facili, naturali ed immediate. 

 

Le operazioni elementari: i conteggi.  

 

Abbiamo detto che uno degli aspetti della matematica (non l'unico, ma quello che più ci interessa in 

questa sede) è l'aspetto di linguaggio, cioè l'aspetto di un insieme di concetti e di simboli convenzionali, 

per rappresentare una certa realtà che intendiamo conoscere (per varie ragioni che qui non 

interessano). Le operazioni iniziali con cui giungiamo a questa costruzione di concetti ed a questa 

rappresentazione convenzionale sono il conteggio e la misura.  

bƻƴ Ŏƛ ŘƛƭǳƴƎƘƛŀƳƻ ǎǳƭƭΩoperazione di conteggio, che conduce al concetto di numero naturale; qui 

osserviamo soltanto che la costruzione del concetto è soltanto una delle operazioni che conducono alla 

formazione dell'edificio matematico; un secondo ed importantissimo momento è la costruzione di un 
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insieme di simboli, che rappresentano i concetti, e le operazioni da noi eseguite sulla realtà 

rappresentata da questi. Così, per esempio, abbiamo detto che l'operazione di conteggio degli elementi 

di un insieme finito conduce alla costruzione dei numeri naturali; su questi noi eseguiamo delle 

operazioni che rappresentano certe manipolazioni, da noi attuate sugli insiemi finiti di elementi. E le 

leggi di queste ultime manipolazioni sono riprodotte poi dalle leggi delle operazioni sui numeri naturali 

che rappresentano gli insiemi.  

Per fare un esempio, indichiamo qui con ὃ e ὄ due insiemi finiti; indichiamo poi, secondo le 

ŎƻƴǾŜƴȊƛƻƴƛ ŀōƛǘǳŀƭƛ ŘŜƭƭΩinsiemistica, con i simboli: ὃ Ὗ ὄ; ὃ ᷊  ὄ; ὃ ὄ gli insiemi che risultano 

rispettivamente dalla operazione di unione ed intersezione tra ὃ e ὄ, e dalla costruzione dell'insieme 

prodotto cartesiano dei due. Adottiamo infine il simbolo: ȿὃȿ da leggersi "numero degli elementi di ὃέ, 

o cardinalità di ὃ, per indicare il numero cardinale degli elementi di ὃ; ovviamente se ὃ è l'insieme 

vuoto tale numero sarà lo zero: si avrà cioè: 

(1) Se è ὃ  ɲ allora è ȿὃȿ π e viceversa. Analoghe notazioni useremo per ὄ e per altri insiemi finiti.  

Il simbolo che indica la cardinalità ubbidisce a certe regole sintattiche, che giustificano la sua 

utilizzazione per codificare operazioni tra insiemi finiti. Precisamente si ha: 

(2)   ȿ ὃ Ὗ ὄ ȿ  ȿ ὃ ᷊  ὄȿ ȿὃȿ  ȿὄȿ; 

(3)    ȿὃ  ὄȿ   ȿὃȿ Ͻ ȿὄȿȢ 

Le formule scritte indicano quindi un certo parallelismo tra le operazioni note tra insiemi e quelle 

aritmetiche tra i numeri che li rappresentano, per certi scopi. Ed ovviamente questo parallelismo 

giustifica l'impiego dei numeri naturali nelle questioni riguardanti gli insiemi finiti. In particolare, se i 

due insiemi finiti A e B sono privi di elementi comuni (cioè, come suoI dirsi, sono insiemi "disgiunti"), si 

ha: 

(5)   ὃ ᷾  ὄ  ɲȟ 

e quindi, per la (1): 

(6)   ȿ ὃ ᷊  ὄȿ  π. 

In questo caso, agli insiemi considerati corrispondono, per conteggio, due numeri naturali, che 

chiameremo rispettivamente ὥ e ὦ; all'operazione di unione dei due insiemi, corrisponde l'operazione 

di somma dei due numeri ὥ e ὦ che li rappresentano (a questo fine); all'operazione di costruzione 

dell'insieme prodotto cartesiano dei due corrisponde l'operazione di moltiplicazione dei due numeri; le 

proprietà delle due operazioni sui numeri, ora ricordate (addizione e moltiplicazione), corrispondono 

alle proprietà delle operazioni eseguite sugli insiemi (unione e costruzione dell'insieme prodotto 

cartesiano). 

 

Le operazioni elementari: la misura. 

 

Abbiamo visto che l'operazione di conteggio degli elementi di un insieme finito conduce al concetto di 

numero naturale. Ma nell'opera di rappresentazione della realtà le operazioni di conteggio non sono 

sempre sufficienti: infatti in moltissime occasioni della vita quotidiana, della tecnica e della scienza, per 

la conoscenza della realtà è molto utile, se non addirittura necessaria, un'altra operazione che viene 

chiamata "misura". Infatti, in molte situazioni la realtà ci si presenta sotto un aspetto più ricco ed 

articolato di quello dell'insieme finito di elementi. Il concetto più frequentemente utilizzato per 

dominare queste situazioni viene di solito presentato con il termine έgrandezzaέ; e l'operazione di 
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misura potrebbe essere presentata come una procedura per rappresentare convenzionalmente una 

grandezza mediante il linguaggio matematico. 

Pertanto, si potrebbe dire che, da un certo punto di vista, questa rappresentazione è analoga a quella 

che si esegue per tradurre da una lingua in un'altra, o utilizzare un codice, un sistema di cifrazione. 

Infatti, un sistema cosiffatto comunica delle informazioni e dei concetti in forma convenzionale; ma per 

conoscere le informazioni trasmesse è necessario conoscere il codice, la cifra, e sapere tradurre le 

informazioni dal linguaggio cifrato nel linguaggio comune. Queste circostanze si verificano in un modo 

specifico e particolare anche nell'impiego del linguaggio matematico; a tal punto che c'è stato chi, in 

forma umoristica, ha dichiarato che conoscere la matematica non è altro che "saper cifrare e decifrare". 

Questo enunciato, al di là della forma un poco scherzosa, spiega forse anche certe difficoltà 

incontrate da certe menti nell'apprendere e nell'usare il linguaggio matematico; cosa che invece per 

altri soggetti risulta molto più facile. E così possono forse anche essere spiegate, almeno in parte, certe 

difficoltà che si incontrano nella didattica della matematica, e soprattutto anche certi equivoci e 

procedure poco efficaci in questo contesto. 

Sappiamo che la rappresentazione della realtà che viene data con l'operazione di misura richiede 

(come vedremo) l'impiego di concetti e di simboli più generali (e quindi più potenti) rispetto ai numeri 

naturali, che si impiegano per rappresentare e conoscere gli insiemi finiti. Il concetto radicalmente 

nuovo che si presenta in questo contesto è quello di "numero razionale", il quale viene rappresentato 

con certi strumenti tradizionali: le frazioni ed i cosiddetti "numeri decimali". Questi ultimi sono soltanto 

delle frazioni particolari, che tuttavia sono presentate in modo speciale, con rappresentazioni 

convenzionali che ne rendono molto facile l'impiego, secondo determinate regole; le quali vengono 

insegnate nelle scuole elementari, appunto in forza della grandissima utilità e della diffusione di questi 

strumenti di rappresentazione e di calcolo. 

 

Parole e numeri. 

 

Abbiamo visto che i numeri servono per rappresentare certi oggetti della realtà: insiemi finiti 

(mediante il conteggio), le grandezze (mediante l'operazione di misura). Ma possiamo osservare che 

questi strumenti matematici sono utili non soltanto allo scopo di rappresentare gli oggetti della realtà; 

infatti, se gli strumenti sono stati impiegati in determinati modi, essi permettono anche di dedurre delle 

informazioni sulla realtà rappresentata. Abbiamo già osservato che esiste un parallelismo molto stretto 

tra l'operazione concreta di riunione di due insiemi finiti che non hanno elementi comuni e l'operazione 

di somma dei numeri naturali che li rappresentano: i numeri naturali rappresentanti i due insiemi sono 

stati ottenuti con l'operazione di conteggio, eseguita su ognuno degli insiemi; l'operazione di somma 

permette di evitare il conteggio degli elementi dell'insieme riunione. Quindi un'operazione eseguita sui 

simboli ci permette di prevedere il risultato di un'operazione concreta, senza bisogno di ulteriori 

conteggi; in altre parole, l'operazione sui numeri ci permette di concludere con certezza che gli 

elementi dell'insieme riunione dei due dovranno essere rappresentati da un certo numero. 

Anche l'operazione di misura ci permette non soltanto di rappresentare (con certe convenzioni) le 

grandezze, ma anche di prevedere le conseguenze ed i risultati di certe operazioni concrete, o di certe 

manipolazioni che intendiamo eseguire o che abbiamo eseguito sugli oggetti rappresentati. Così per 

esempio, sappiamo che, conoscendo le misure delle lunghezze dei lati di un rettangolo, è possibile 

ottenere con certezza la misura dell'area dello stesso, operando soltanto sui numeri. Quindi il 
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linguaggio matematico permette di conoscere con certezza le conseguenze, i risultati di certe 

operazioni eseguite, o da eseguire, sulla realtà. 

È questa una circostanza che giustifica e spiega la grandissima importanza della matematica nella 

tecnica e nella scienza di oggi. In questo ordine di idee, il grande Galileo Galilei, nel suo dialogo 

intitolato "Il saggiatore" ha scritto: 

«La filosofia [cioè la scienza della natura, secondo la terminologia di Galileo, diversa da quella oggi in 

uso] è scritta in questo grandissimo libro che continuamente ci sta aperto innanzi a gli occhi (io dico 

l'universo), ma non si può intendere se prima non s'impara a intender la lingua e conoscere i caratteri 

né quali è scritto. Egli è scritto in lingua matematica...» 

E difatti possiamo osservare che i numeri vengono utilizzati quotidianamente in moltissimi casi: 

pensiamo ai numeri civici dei portoni nelle vie, alle taglie dei vestiti, ai numeri delle calzature, alle 

indicazioni delle ore e delle date, alle indicazioni di temperatura, alle indicazioni in decibel delle 

intensità dei rumori ecc. ecc. Sono rari i casi in cui il numero viene impiegato soltanto come nome di 

qualche cosa o di qualche oggetto (come avviene per esempio con le linee tranviarie di qualche città); 

quasi sempre l'impiego del linguaggio numerico ha una sua giustificazione ed un suo scopo, anche se 

talvolta le convenzioni che fondano l'impiego dei numeri non appaiono con immediata chiarezza. Ciò 

avviene in certe situazioni tradizionali: per esempio, nel caso delle munizioni di certe armi da fuoco che 

servono per la caccia, l'indicazione numerica serve a precisare quante unità occorrono per formare un 

certo peso di piombo: quindi per esempio i pallini "del 12" sono più piccoli dei pallini "del 4"; nel primo 

caso infatti occorrono 12 pallini per raggiungere il peso di una libbra (unità tradizionale di peso presso i 

paesi anglosassoni) mentre nel secondo caso ne bastano 4. 

In moltissimi casi l'impiego dei numeri permette una rappresentazione della realtà che è molto più 

precisa di quella che si ha con l'impiego delle parole del linguaggio comune abituale: è chiaro che se 

pronuncio il numero degli elementi di un insieme dò un'informazione molto più precisa di quella che 

darei pronunciando semplicemente dei termini come "tanti" oppure "pochi". Ma soprattutto dò delle 

informazioni che, come abbiamo già visto, possono essere utilizzate per ulteriori ragionamenti e 

deduzioni. 

 

Le operazioni di misura. 

 

Abbiamo visto che sostanzialmente la misura di una grandezza fornisce delle informazioni atte a 

rappresentarla con precisione, ed utili per le ulteriori elaborazioni e per le deduzioni che estendono ed 

approfondiscono le nostre conoscenze della realtà. Ma nel precedente paragrafo abbiamo anche visto 

che i numeri possono essere utilizzati anche in modo diverso da quello che si riferisce alla misura, nel 

senso abituale del termine. 

In altre parole, si potrebbe dire che la misura di una grandezza è una informazione che si avvale del 

linguaggio matematico; ma che non tutte le informazioni sulla realtà che vengono fornite con numeri 

sono delle misure. In particolare, per esempio i numeri che, nella pratica e nella Fisica, indicano delle 

temperature non sono delle misure, nel significato stretto e specifico che qui vogliamo dare al termine; 

anche se, nella pratica, è invalso l'uso di esprimersi dicendo che "si misura la temperatura". 

Volendo analizzare ulteriormente il concetto di misura, possiamo osservare che l'operazione di misura 

di una grandezza richiede la scelta di una grandezza omogenea a quella da misurare, ed il confronto 

delle due; inoltre è richiesta anche la costruzione dei multipli e dei sottomultipli della grandezza 
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campione, scelta come unità di misura. E questa costruzione dei multipli non è eseguibile negli altri casi 

(dei quali abbiamo dato qualche esempio), in cui i numeri sono utilizzati per la rappresentazione di certi 

oggetti della realtà. 

Un esempio abbastanza importante si incontra nell'impiego dei numeri per le informazioni che 

riguardano il tempo: infatti in questo contesto i numeri possono essere impiegati per misurare delle 

durate, cioè, come si suoI dire, degli intervalli di tempo. Ma essi sono anche utilizzati per indicare degli 

istanti nei quali si verificano, o si debbono verificare, certi avvenimenti, come avviene per esempio con 

gli orari ferroviari. Queste ultime indicazioni non sono di solito considerate come delle misure, 

soprattutto perché sarebbe difficile dare un significato preciso ai loro multipli: sarebbe per esempio 

poco consueto fare "il doppio delle 15 e 5 minuti" [osserviamo tuttavia che è possibile interpretare 

l'indicazione anche come misura della durata tra la mezzanotte precedente un dato istante e l'istante 

stesso; ma non è evidentemente questo l'atteggiamento abituale di chi consulta un orario ferroviario]. 

Tuttavia, non ci sono dubbi sul fatto che l'orario ferroviario ci fornisce delle indicazioni utili, impiegando 

i numeri. 

Osserviamo infine che spesso la misurazione di una grandezza, mediante scelta di una unità di misura, 

conduce ad immaginare la grandezza stessa come costituita da certe parti, che non sono di fatto 

esplicitamente segnate in essa: per esempio quando un lato della cattedra è misurato in decimetri, o in 

palmi, o in pollici, le suddivisioni sono soltanto immaginate, e non esistono di fatto nell'oggetto 

materiale. In altra forma si potrebbe dire che la procedura di misura richiede a chi la compie una 

operazione mentale in più rispetto al conteggio degli elementi di un insieme. In quest'ultimo caso infatti 

gli elementi sono di fatto distinti tra loro, mentre nelle procedure di misura occorre immaginare la 

grandezza complessiva come costituita dai singoli elementi, e questi dipendono dalla scelta dell'unità di 

misura che si adotta e non sono segnati, di fatto, nella grandezza da misurare. 

 

Errori ed approssimazioni. 

 

Possiamo ora riassumere le considerazioni fin qui svolte, dicendo che le operazioni di misura (ed i loro 

risultati) forniscono delle informazioni che permettono un grande numero di deduzioni a proposito 

delle manipolazioni della realtà che abbiamo fatto o che intendiamo fare. 

Per esempio, abbiamo visto che la conoscenza delle misure delle lunghezze dei lati di un rettangolo 

permette di calcolare l'area dello stesso con operazioni molto semplici, eseguite sui numeri che si 

conoscono. Si potrebbero rappresentare le lunghezze dei lati anche in altri modi, servendosi pur 

sempre di numeri, ma allora il calcolo dell'area del rettangolo richiederebbe delle operazioni diverse 

dalla semplice moltiplicazione. Ma non si può escludere che in qualche caso siano opportune e utili 

delle rappresentazioni diverse. 

Osserviamo tuttavia che l'operazione di misura di una grandezza, nella pratica ed anche nella scienza, 

è quasi sempre accompagnata da una certa incertezza: è noto infatti che, quando si ripete molte volte 

una certa operazione di misura, quasi mai si ottengono sempre gli stessi numeri. Questo fatto è alla 

base di una teoria importantissima della Fisica, che viene chiamata teoria degli errori di osservazione e 

che fu sviluppata ai suoi inizi dal grande matematico tedesco Carlo Federico Gauss [1777-1855], a 

proposito delle osservazioni astronomiche. 
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Inoltre, in ogni particolare questione, esistono certi limiti, che si potrebbero chiamare addirittura 

άnaturaliέ, e specifici della singola questione, al di sotto dei quali le informazioni che si forniscono con i 

numeri cessano di avere utilità, o diventano addirittura occasioni di confusione. 

Per esempio, per quanto riguarda l'impiego dei numeri per fornire informazioni riguardanti il tempo, 

si ha che ai fini della determinazione della età di una persona, la precisione delle indicazioni non va al di 

sotto del giorno; e lo stesso si può dire per quanto riguarda le operazioni finanziarie e bancarie; ai fini 

delle informazioni riguardanti il traffico ferroviario la precisione delle indicazioni non va al di sotto del 

minuto. Invece per certe questioni riguardanti gli sport in cui si hanno delle grandi velocità 

(automobilismo, sci, ecc.) si usa indicare anche le frazioni molto piccole di secondo. Per gli usi scientifici 

poi, ed in particolare per la Fisica, occorre scendere a frazioni ancora molto più piccole dei secondi. 

Cose del tutto analoghe si potrebbero dire anche per gli altri impieghi dei numeri, in particolare per le 

misure. Per esempio, sarebbe considerato ridicolo che un architetto indicasse le dimensioni delle case 

che progetta con i decimi di millimetro; ma un ingegnere che progetta un motore di auto deve in certi 

casi indicare anche i centesimi di millimetro nei suoi progetti. Si presentano di solito queste 

considerazioni dicendo che in una determinata questione che implica delle misure άsi trascuranoέ 

oppure άnon si prendono in considerazioneέ le grandezze che sono più piccole di una determinata 

grandezza; e quindi si trascurano le loro misure. Così si suoI dire che in Architettura si trascurano le 

misure del millimetro o inferiori, ecc. 

Occorre tuttavia ricordare che ciò è accettabile soltanto nella pratica, e che la misura trascurabile 

dipende essenzialmente dalla questione che si sta considerando, come abbiamo visto dagli esempi 

apportati. In altre parole, non esistono in assoluto grandezze piccole, e quindi misure piccole, che siano 

sempre trascurabili; infatti la determinazione delle grandezze che si possono trascurare dipende da ogni 

singola questione concreta. 

Si può presentare questo stesso argomento in altre parole dicendo che, nella pratica manipolazione 

degli oggetti materiali, l'operazione di misura porta con sé degli errori, cioè dei limiti dell'informazione 

che si fornisce con il linguaggio matematico. Nella tecnica e nella scienza si cerca di rendere questi 

errori i più piccoli possibile, per esempio usando strumenti sempre più raffinati e ripetendo le 

osservazioni e le misure, quando ciò sia possibile. 

Tuttavia, si suole attribuire al concetto generale e teorico di grandezza una proprietà che viene 

chiamata "continuità"; ritorneremo su questo argomento nel seguito. Qui osserviamo soltanto che, 

secondo la visione teorica astratta, la matematica possiede gli strumenti che permettono di migliorare 

le informazioni che si posseggono, nella misura in cui tale miglioramento è utile per determinate 

questioni. 

Ciò è molto importante per comprendere il significato dell'impiego degli strumenti del linguaggio 

matematico nella conoscenza della realtà fisica; infatti proprio l'astrattezza e la generalità di questo 

linguaggio gli permettono di fornire di volta in volta alla pratica ed alla tecnica gli strumenti concettuali 

per migliorare le informazioni che si hanno, quando ciò sia possibile. 

Pertanto, occorre che i concetti siano ben chiari e distinti, in modo da non attribuire valore teorico 

assoluto alle esigenze (o alle pigre abitudini) della pratica. Per esempio capita di leggere o di ascoltare 

delle frasi come la seguente: "Un poligono regolare di molti lati si confonde in pratica con la 

circonferenza" o, peggio, "la circonferenza in pratica è un poligono regolare con moltissimi lati". 

Enunciati come questo portano spesso a confusioni concettuali e ad errori. Infatti, i due concetti, quello 

di circonferenza e quello di poligono regolare, sono sempre nettamente distinti; e possono esistere  
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delle questioni, di tecnica o di scienza, che obbligano a tener conto di questo fatto, e ad assumere 

(utilizzando gli strumenti della matematica) le informazioni che una visione grossolana tenderebbe a 

considerare come trascurabili o non importanti in assoluto. 

Quindi il linguaggio matematico ha una grandissima potenza, ma occorre in ogni singola questione 

indagare bene il suo significato e la sua portata; in altra forma e con altre parole si potrebbe dire che le 

Totem della Paganella (2018). I numeri ƛƴŘƛŎŀǘƛ ǎƻƴƻ άǎŜƴǎŀǘƛέ ? 
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informazioni fornite dalla matematica nei riguardi di una realtà fisica o economica o tecnica, 

rappresentata con l'impiego del suo linguaggio, ben raramente sono esenti da errori; ma questi sono 

conseguenze quasi necessarie delle proprietà degli oggetti materiali rappresentati e non dipendono 

quindi dal linguaggio della matematica; anzi questa scienza offre gli strumenti concettuali per rendere 

gli errori il più piccoli possibile, in ogni determinata questione. 

Per dare un esempio concreto di ciò che intendiamo dire consideriamo il caso di un poligono regolare 

di 1000 lati; tale poligono, con una parola derivata dalla lingua greca, potrebbe essere chiamato 

"kiliagono regolare" (così come il "kilometro" è la lunghezza di un cammino di 1000 metri), ed è 

ovviamente inscritto in una circonferenza, perché questo fatto è una proprietà di ogni poligono 

regolare. Sarebbe ben difficilŜ ŎƻǎǘǊǳƛǊǎƛ Ŏƻƴ ƭŀ Ŧŀƴǘŀǎƛŀ ǳƴΩimmagine di un poligono cosiffatto, distinta 

dall'immagine della circonferenza in cui esso è inscritto; ciò potrebbe indurre qualcuno a pronunciare la 

frase di cui abbiamo detto poco sopra: il poligono "...in pratica si confonde con la circonferenza". 

Questa affermazione potrebbe essere accettata quando si tratti di questioni riguardanti per esempio la 

costruzione di strade o di edifici, ma non è vera in assoluto. Infatti, le due figure (la circonferenza ed il 

kiliagono) sono ben distinte tra loro; e la matematica possiede gli strumenti per determinare alcune 

grandezze che mettono in risalto tale differenza, quando ciò sia necessario. Si immagini per esempio il 

kiliagono inscritto in una circonferenza che sia lunga 40000 km (cioè una circonferenza come quella che 

si otterrebbe secando la Terra (supposta perfettamente sferica) con un piano passante per i poli. In 

questo caso un lato del poligono è sotteso da un arco di circonferenza lungo 40 km. Ma il lato del 

poligono è ovviamente più corto di quell'arco; è possibile calcolare la differenza delle due lunghezze, e 

si trova che tale differenza è compresa tra 6,5793 e 6,5794 cm. 

Anche se come abbiamo detto nella pratica dei viaggi ed in altre questioni concrete tale differenza 

può essere considerata come trascurabile, possono esistere delle questioni scientifiche e tecniche nelle 

quali occorre tenerne conto. 

[SI POTREBBERO METTERE QUI, IN CODA, LE CONSIDERAZIONI GENERALI SULL'ERRORE CHE HO 

SCRITTO IN 081794, DOPO L'INCONTRO DI LUGANO CON CB.] IL TITOLO POTREBBE ESSERE, PER 

ESEMPIO: ANCORA SULL'ERRORE (O SUL CONCETTO DI ERRORE), IN MODO DA NON FARE CONFUSIONE 

IN SEGUITO]. ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΦΦ 

 

ANCORA SULL'ERRORE (081794). 

 

1 - Errore è un termine del linguaggio comune, che assume significati diversi, a volte anche lontani tra 

loro, a seconda del contesto nel quale viene impiegato. 

Per esempio, Giacomo Leopardi, ancora molto giovane, scrisse un "Saggio sugli errori popolari degli 

antichi"; e qui il termine "errore" sta a indicare certe idee non esatte su molti fenomeni naturali che 

erano largamente diffuse fra gli antichi. 

Ma supponiamo di incontrare, su una strada, a 150 km da Milano, un carǘŜƭƭƻ Ŏƻƴ ƭŀ ǎŎǊƛǘǘŀ ά! aƛƭŀƴƻ 

мр ƪƳέΤ ƻǇǇǳǊŜΣ ǇŜǊŎƻǊǊŜƴŘƻ ǳƴŀ ǎǘǊŀŘŀ ŎƻƳǳƴŀƭŜΣ ǎǳǇǇƻƴƛŀƳƻ Řƛ ƛƴŎƻƴǘǊŀǊŜ ǳƴ ŎŀǊǘŜƭƭƻ Ŏƻƴ ƭŀ ǎŎǊƛǘǘŀ 

ά! ƳǘΦ нлл ŘŜǾƛŀȊƛƻƴŜέΦ Lƴ ŜƴǘǊŀƳōƛ ƛ Ŏŀǎƛ ƛ ŎŀǊǘŜƭƭƛ ǎŀǊŜōōŜǊƻ ǎōŀƎƭƛŀǘƛΤ Ƴŀ ƴŜƭ ǇǊƛƳƻ Ŏŀǎƻ ǎƛ ǘǊŀǘǘŜǊŜōōŜ 

di una indicazione errata per il contenuto (perché di fatto Milano disterebbe di 150 km e non di 15); nel 

secondo caso il cartello conterrebbe un errore perché esso dà un'informazione esatta, cioè che il 

viaggiatore incontrerà una deviazione della strada dopo 200 metri; ma le convenzioni internazionali, 

accettate dall'Italia e diventate leggi del nostro Stato, impongono che l'indicazione di distanza sia data 
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con la dicitura"200 m". In questo caso quindi l'errore consisterebbe non in una indicazione errata per il 

contenuto, ma nella violazione di una norma, che traduce una convenzione accettata universalmente. 

In particolare, nell'impiego di una lingua si possono dare varie specie di errori: vi sono gli errori di 

ortografia, cioè violazioni delle convenzioni per la trasmissione grafica (scrittura) del pensiero: per 

esempio la scritta "un'amico"; infatti le due espressioni "un amico" ed "un'amico" vengono pronunciate 

esattamente nello stesso modo, e soltanto una norma ortografica convenzionale le distingue nella 

scrittura. Vi sono degli errori di grammatica: capita per esempio di leggere: "L'apotema di un esagono 

regolare è lunga 13 cm"; ma il termine "apotema", che viene dal greco, è di genere maschile, e quindi 

occorrerebbe scrivere: "è lungo"!, per rispettare la regola grammaticale che impone la concordanza di 

genere tra il sostantivo e l'aggettivo. Vi sono errori di sintassi: per esempio capita di udire frasi del tipo: 

"Se andavo lo incontravo", invece di: "Se fossi andato lo avrei incontrato". Vi sono poi errori di logica, 

nei quali le convenzioni sono rispettate, ma non è presente il collegamento profondo tra i significati 

delle espressioni. Un errore cosiffatto si incontra per esempio nella pseudo argomentazione seguente: 

"Tutti i bravi vincono: noi abbiamo vinto, dunque siamo bravi". Purtroppo, infatti, anche ammettendo 

che i bravi vincano, si può vincere anche per altre ragioni: per frode, per inganno, per corruzione ecc. 

Quindi il solo fatto di aver vinto non garantisce della bravura; e chi ha parlato così ha fatto confusione 

tra la condizione sufficiente e la necessaria. 

 

2 - La rassegna, sommaria e rudimentale, di esempi che abbiamo presentato poco sopra vorrebbe 

mostrare che può essere possibile stabilire una specie di graduatoria degli errori: per esempio, nel caso 

deƎƭƛ ŜǊǊƻǊƛ ƴŜƭƭΩespressione linguistica, si può pensare che la violazione delle norme convenzionali sia 

meno grave del mancato rispetto dei collegamenti logici. 

Nell'ambito didattico poi, un'analisi dell'errore è molto utile, per non dire addirittura necessaria, allo 

scopo di ben giudicare la risposta del discente all'azione didattica; non dovrebbe bastare infatti dire che 

"una risposta è sbagliata", ma occorrerebbe precisare a quale livello si situa un errore: in particolare se 

esso è soltanto una violazione di una norma convenzionale oppure se esso dimostra una incapacità di 

cogliere i collegamenti logici tra proposizioni; collegamenti che sono il fondamento di un ragionamento 

corretto. 

La matematica presenta inoltre delle difficoltà specifiche nell'analisi degli eventuali errori: infatti la 

matematica ha anche l'aspetto di un linguaggio, cioè di un insieme di simboli per rappresentare dei 

concetti e le loro relazioni, ed un insieme di regole per utilizzare questi simboli a vari scopi. Queste 

regole sono molto rigide: si potrebbe infatti dire che non possono esistere in matematica degli errori di 

ortografia, analoghi a quelli che si possono fare quando ci si esprime con una lingua; in questo secondo 

caso infatti può avvenire che si riesca ad esprimere un pensiero, anche senza rispettare le convenzioni 

ortografiche; invece in matematica un errore che riguardi anche un solo simbolo convenzionale può 

condurci a scrivere delle successioni di simboli prive di senso, oppure a comunicare un concetto del 

tutto diverso dalle nostre intenzioni. 

Per esempio, la successione di simboli: 

σ ς τ ρ 

è priva di senso matematico, secondo le convenzioni comuni, anche se i simboli usati appartengono 

alla matematica: infatti ogni parentesi chiusa deve sempre essere preceduta da una parentesi aperta; e 

le due espressioni: 

ς σ υ  ȟ ς σ υ 
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hanno significati del tutto diversi tra loro. 

Non è quindi possibile trovarsi d'accordo con gli autori del noto "Lettera ad una professoressa", i 

quali, tra le altre piacevolezze, a proposito di maǘŜƳŀǘƛŎŀ ǎƛ ŜǎǇǊƛƳƻƴƻ ƛƴ ǉǳŜǎǘƛ ǘŜǊƳƛƴƛΥ άL ŎƻƳǇƛǘƛ ǎƛ 

correggono in un quarto d'ora; quelli che non sono giusti sono sbagliati». 

 

3 - Ciò che precede induce a pensare non ǎƻƭƻ ŎƘŜ ǎƛŀ ƻǇǇƻǊǘǳƴƻ ŦŀǊŜ ǳƴΩanalisi degli errori, per 

comprendere le lacune di apprendimento, ma forse anche scegliere dei termini che esprimano in 

qualche modo questa analisi; poiché nella nostra lingua esistono dei sinonimi del termine "errore"; si 

ǇƻǘǊŜōōŜ ǇŜǊ ŜǎŜƳǇƛƻ ǇŜƴǎŀǊŜ Řƛ ŎƘƛŀƳŀǊŜ Ǝƭƛ ǳƴƛ άǎōŀƎƭƛέ Ŝ Ǝƭƛ ŀƭǘǊƛ άŜǊǊƻǊƛέΦ bƻƴ ƛƴtendiamo tuttavia 

formulare delle prescrizioni imperative e definitive; ci basti avere segnalato qualche difficoltà 

concettuale, che può avere influenza sull'azione didattica. 

 

[081794R. A SEGUITO DELL'INCONTRO DEL 081694 A LUGANO]. 082194R. 
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Nota 3. CFM. OSSERVAZIONI PRELIMINARI ALLA COSTRUZIONE DI UNA MAPPA DELLA GEOMETRIA 

(Brescia, 4 novembre 1993). 

 

άLƭ ƴϥȅ ŀ ŘŜ ƴƻǳǾŜŀǳ ǉǳŜ ƭϥƻǳōƭƛŞέ 

1 - Che cosa è "geometria"? 

 

È noto che la prima biografia del grande matematico, filosofo e teologo francese Blaise Pascal è stata 

scritta dalla sorella, Madame Périer; essa ricorda in particolare che il padre [Etienne Pascal, lui stesso 

matematico di qualche pregio] aveva proibito di studiare geometria, ed in particolare di leggere l'opera 

di Euclide, al figlio giovanissimo, del quale aveva valutato il genio. Temeva infatti che il ragazzo si 

immergesse talmente nello studio della matematica da trascurare ogni altra materia di studio; pertanto 

gli aveva promesso di lasciargli leggere l'opera di Euclide quando avesse fatto progressi abbastanza 

grandi nelle altre materie. Ma il giovane Blaise insisteva nel voler sapere che cosa fosse la geometria, 

finché il padre gli rispose che «...la geometria è la scienza del costruire le figure giuste e del trovare i 

rapporti che intercedono tra loro»; e gli proibì di parlare ancora di quell'argomento, ed addirittura di 

pensarci (1). La sorella racconta inoltre come il giovane Blaise si mettesse a pensare alla definizione che 

gli era stata data, e come utilizzasse le ore di ricreazione per trarne le conseguenze. Finché il padre lo 

sorprese mentre, durante le ore di ricreazione, da solo era arrivato alla 32-esima proposizione del 

primo libro degli Elementi di Euclide. 

E la biografa di Pascal aggiunge che il giovane Blaise aveva inventato per conto suo dei nomi per gli 

oggetti che prendeva in considerazione; egli chiamava un cerchio col nome di "tondo", ed una retta col 

nome di "sbarra". 

L'epistemologia moderna non assume più atteggiamenti analoghi a quello del padre di Blaise Pascal; 

precisamente oggi preferiamo evitare di scrivere o pronunciare delle frasi del tipo, per esempio, della 

ǎŜƎǳŜƴǘŜΥ Ϧ[ŀ ƎŜƻƳŜǘǊƛŀ ŝ ƭŀ ǎŎƛŜƴȊŀ ŎƘŜ ǎǘǳŘƛŀ ǉǳŜǎǘŜ Ŝ ǉǳŜǎǘϥŀƭǘǊŜ ŎƻǎŜ ƛƴ ǉǳŜǎǘƻ Ŝ ǉǳŜǎǘϥŀƭǘǊƻ ƳƻŘƻΦέ 

Mi limiterò quindi a descrivere qualche aspetto della dottrina che viene abitualmente chiamata 

ϦƎŜƻƳŜǘǊƛŀέ. In particolare l'aspetto sul quale mi soffermerò di più è quello che si potrebbe presentare 

dicendo che la geometria è un primo passo con il quale un soggetto umano cerca di porsi razionalmente 

in rapporto con gli oggetti che lo circondano; e dicendo "porsi razionalmente" intendo dire che un 

soggetto cerca di descrivere gli oggetti in modo preciso ed obbiettivo, e di dedurre con sicurezza certe 

conseguenze da poche premesse. 

Questo atteggiamento, e questo aspetto della geometria, sono stati descritti dal grande matematico 

Federigo Enriques dicendo che, in questo modo, la geometria ci si presenta come "...il primo capitolo 

della fisica", cioè della conoscenza matematica del mondo. Questo modo di vedere non è nuovo; anzi la 

sua origine potrebbe essere fatta risalire all'epoca della crisi epistemologica rinascimentale, crisi dalla 

quale ebbe origine la scienza fisico-matematica come oggi la intendiamo. Per esempio, Galileo Galilei, 

nel dialogo intitolato "Il saggiatore" scrive: «La filosofia (2) è critta in questo grandissimo libro, che 

continuamente ci sta aperto innanzi a gli occhi (io dico l'universo), ma non si può intendere se prima non 

s'impara a intender la lƛƴƎǳŀ Ŝ ŎƻƴƻǎŎŜǊ ƛ ŎŀǊŀǘǘŜǊƛΣ ƴŜΩ quali è scritto. Egli è scritto in lingua 

matematica, e i caratteri son triangoli, cerchi ed altre figure geometriche, senza i quali mezzi è 

impossibile a intenderne umanamente parola; senza questi è un aggirarsi vanamente per un oscuro 

laberinto.» 
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Si potrebbe dire, in altre parole, che se la matematica è la chiave di lettura della realtà materiale che 

ci circonda, per Galileo la geometria è il primo passo di questa lettura. 

 

2 - Geometria ed esperienza. 

 

I concetti della matematica, ed in particolare quellƛ ŘŜƭƭŀ ƎŜƻƳŜǘǊƛŀΣ ƴŀǎŎƻƴƻ ŘŀƭƭΩesperienza, la quale 

causa delle percezioni attinenti a diverse aree sensoriali. Nel caso della geometria si potrebbero 

individuare due ambiti sensoriali dai quali la nostra fantasia trae le immagini, e la nostra mente i 

concetti della geometria. 

A) Area delle sensazioni visive: 

A quest'area appartengono ƭŜ ǎŜƴǎŀȊƛƻƴƛ ŎƘŜ ƴŀǎŎƻƴƻ ŘŀƭƭΩosservazione di oggetti aventi particolari 

configurazioni (per esempio fili tesi, pezzi di superfici piane &c.), oppure di particolari fenomeni fisici 

(per esempio pennelli sottili di luce in stanze oscure e polverose). Inoltre, si traggono da quest'area le 

sensazioni che conducono alla consapevolezza delle relazioni di similitudine tra figure: per esempio si 

riconoscono le persone dai loro ritratti, si fanno disegni "in scala" &c. 

B)  Area delle sensazioni tattilo-muscolari: 

A quest'area appartengono le sensazioni che derivano dalla manipolazione degli oggetti (che noi 

giudichiamo duri o molli, oppure lisci o scabri oppure pieghevoli o indeformabili ecc.); in particolare le 

sensazioni che nascono dalla manipolazione degli oggetti rigidi, e le sensazioni che vengono indotte in 

noi dalle forze che noi esercitiamo (per spostare o in genere manipolare gli oggetti), oppure che 

l'ambiente esercita su di noi (per esempio le forze derivanti dal campo gravitazionale, che forniscono il 

riferimento spaziale, iniziale ed elementare per ogni soggetto). 

Da queste osservazioni elementari, spesso sovrapposte tra loro, indistinte e confuse, nasce la 

geometria, considerata come un atteggiamento attivo mirante a descrivere in modo preciso e coerente 

gli oggetti e l'ambiente ed a spiegare certe relazioni degli oggetti tra loro e con il soggetto. 

Il porsi razionale e coerente del soggetto nei riguardi dell'ambiente passa per varie fasi, che 

cercheremo di descrivere ed analizzare, senza peraltro pretendere che le osservazioni che faremo 

ǊƛǇǊƻŘǳŎŀƴƻ ŜǎŀǘǘŀƳŜƴǘŜ ƭΩevoluzione psicologica e mentale di ogni soggetto. 

 

3 - Soggettivo, intersoggettivo ed oggettivo. 

 

Un primo momento della descrizione della situazione del singolo nei riguardi dell'ambiente e degli 

oggetti è tipicamente soggettivo: l'ambiente viene percepito e quindi descritto in relazione al singolo 

osservatore. Appartengono a quest'ambito concettuale anzitutto la procedura che viene chiamata di 

"lateralizzazione", ed inoltre quell'insieme di concetti e di espressioni verbali appartenenti a quella che 

(un poco impropriamente rispetto all'uso matematico) viene chiamata "topologia"; in questo ambito le 

idee di "alto" e "basso" hanno le loro radici nel complesso di sensazioni fornite dal campo gravitazionale 

in cui siamo immersi; la "destra" e "sinistra", l'''avanti'' e il "dietro" hanno il loro fondamento nella 

struttura del nostro corpo. Infatti, gli astronauti nelle navicelle spaziali, in assenza di gravità, hanno 

grande difficoltà nel distinguere il pavimento dal soffitto della navicella; ed il distinguere la destra dalla 

sinistra sarebbe un compito difficile per una stella marina (supponendo che abbia bisogno di precisare 

questi concetti ed abbia gli strumenti per farlo), oppure per un animale a simmetria rotatoria, come una 

medusa. 
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tŜǊ ƎƛǳƴƎŜǊŜ ŀŘ ǳƴŀ ŘŜǎŎǊƛȊƛƻƴŜ ǊŀȊƛƻƴŀƭŜ ŘŜƭƭϥŀƳōƛŜƴǘŜΣ ƻŎŎƻǊǊŜ ŎƘŜ ƭΩƻƎƎŜǘǘƻ Ǉŀǎǎƛ Řŀ ǳƴŀ 

descrizione soggettiva ad una che potremmo dire intersoggettiva: occorre cioè che il soggetto si sforzi 

di porsi nella situazione di altri osservatori, oppure immagini di guardare o manipolare un oggetto in 

vari modi. Ci si avvia così ad una descrizione tale che un oggetto o un ambiente possa essere 

riconosciuto da molti osservatori; l'ideale sarebbe che la descrizione possa far riconoscere un oggetto 

da ogni osservatore; e ciò si ottiene quando si giunga a formulare la definizione logica dell'oggetto in 

parola. 

A questo proposito si può osservare che la descrizione soggettiva di un oggetto o di un ambiente non 

è per ciò stesso invalida o addirittura errata: essa è soltanto limitata, e la sua validità è condizionata 

dalla necessaria presenza del soggetto che descrive. Nel nostro parlare quotidiano noi utilizziamo quasi 

sempre delle descrizioni che fanno implicito riferimento alla nostra situazione di osservatori singoli (per 

esempio quando diciamo "alto" oppure "basso" ecc.); e tali descrizioni sono valide nella misura in cui ci 

rivolgiamo ad altri soggetti che presumibilmente si trovano nelle nostre stesse condizioni o che 

conoscono la nostra situazione ed i nostri punti di vista". Per esempio, dicendo che "...il tetto sta sopra 

la casa" noi utilizziamo il termine "sopra" con riferimento al campo gravitazionale in cui siamo immersi; 

ovviamente la descrizione è valida per ogni altro osservatore che sia presumibilmente vicino alla casa, e 

quindi immerso nello stesso nostro campo gravitazionale. La descrizione non sarebbe invece valida per 

un osservatore che fosse agli antipodi. 

Naturalmente una descrizione soggettiva diventa incompleta (e quindi può divenire invalida) quando 

venga fatta in termini relativi ma senza menzione del soggetto, oppure con pretesa di essere 

intersoggettiva. Per esempio, quando un lato di un rettangolo viene chiamato "la base" di esso (magari 

aggiungendo che lo si chiama così perché "sta in basso"), senza ricordare che questa denominazione si 

riferisce soltanto ad una determinata posizione della figura rispetto ad un osservatore; posizione 

relativa che può ovviamente essere diversa da quella di un altro osservatore. 

Oppure quando si legge (come capita) che la Terra gira attorno al proprio asse ruotando "da destra a 

sinistra" trascurando di dire che ciò vale soltanto per un osservatore che descriva le cose rimanendo 

ƴŜƭƭϥŜƳƛǎŦŜǊƻ ōƻǊŜŀƭŜΤ ƻǇǇǳǊŜ ǉǳŀƴŘƻ ǎƛ ƭŜƎƎŜ ŎƘŜ ƛƭ Ƴƻǘƻ ŀǇǇŀǊŜƴǘŜ ŘŜƭ {ƻƭŜ ƴŜƭ ŎƛŜƭƻ ŀǾǾƛŜƴŜ άŘŀ 

ŘŜǎǘǊŀ ǾŜǊǎƻ ǎƛƴƛǎǘǊŀέΣ ǘǊŀǎŎǳǊŀƴŘƻ Řƛ ŘƛǊŜ ŎƘŜ ƭŀ ŘŜǎŎǊƛȊƛƻƴŜ ŝ ǾŀƭƛŘŀ ǎƻƭǘŀƴǘƻ ǇŜǊ ǳƴ ƻǎǎŜǊǾŀǘƻǊŜ ŎƘŜ 

guardi verso nord. 

Analoghe considerazioni possono essere svolte a proposito di certi esercizio di certe sedicenti "schede 

didattiche" in cui si domanda ad un ragazzino di dire, guardando un disegno, se "...Marco sta alla destra 

oppure a la sinistra di Antonio"; senza purtroppo precisare se si tratta di destra o sinistra rispetto 

all'osservatore o rispetto alle persone di cui si guardano le immagini. 

 

4 - L'astrazione e la costruzione di immagini. 

 

Dal punto di vista della geometria, gli oggetti dell'ambiente non sono mai considerati in tutta la 

complessità e la ricchezza delle loro proprietà materiali; essi sono sottoposti ad una operazione di 

astrazione, che avviene a vari livelli e con varie modalità. 

Un primo livello di astrazione conduce a prescindere da certe proprietà fisiche degli oggetti: colore, 

peso, temperatura &c. 

In secondo luogo, la fantasia elabora le sensazioni prodotte dagli oggetti, eliminando certe 

componenti delle sensazioni e spingendone altre al limite. In particolare, vengono trascurate le 
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sensazioni di caldo e di freddo che gli 

oggetti ci comunicano; di poca (per non 

dire nessuna) importanza risultano 

essere anche le sensazioni derivanti dal 

peso degli oggetti e dagli sforzi che 

eventualmente compiamo per 

smuoverli. Tali sforzi sono tuttavia da 

distinguersi da quelli che compiamo per 

verificare la durezza o la indeformabilità 

degli oggetti. 

A questo proposito si può osservare 

che (come abbiamo detto) raramente le 

sensazioni, che conducono alla 

costruzione della immagine di un 

oggetto ai fini della geometria, 

provengono da un unico ambito 

sensoriale. Per esempio, la qualità di 

indeformabilità (che sta alla base della 

costruzione del concetto di corpo rigido 

e quindi anche di trasformazione per 

movimento rigido) nasce dalle 

sensazioni provocate dagli sforzi che potremmo fare per cercare di deformare un oggetto, dalle 

constatazioni del fatto che l'oggetto resiste ai nostri sforzi, ma anche dalla verifica (pertinente 

all'ambito della vista) del fatto che l'oggetto non cambia sensibilmente di forma. 

In particolare, le espressioni comunemente usate di "solido geometrico" e di "geometria solida" (per 

indicare la geometria degli oggetti tridimensionali) tradisce forse la genesi in ambito tattilo-muscolare 

di certi concetti della geometria spaziale. 

Abbiamo detto che la nostra fantasia, a partire dalle sensazioni materiali elementari, costruisce delle 

immagini con una operazione che abbiamo chiamato astrazione. Sappiamo che il termine astrazione 

ƛƴŘƛŎŀ ƛƭ Ǌƛǎǳƭǘŀǘƻ Řƛ ǳƴΩazione che viene descritta anche con i verbi "prescindere", "ignorare", 

"trascurare" e simili. In particolare, la nostǊŀ Ŧŀƴǘŀǎƛŀ ƻǇŜǊŀ ŎƻǎǘǊǳŜƴŘƻ ǳƴΩimmagine, per così dire, 

scarnificata, perfettamente trasparente: per esempio passando dal dado materiale al cubo, solido 

geometrico. 

Infine, la fantasia mette in atto delle operazioni che si potrebbero chiamare di "estrapolazione", 

operando un "passaggio al limite". Per esempio, dalla sensazione di un corpicciolo molto piccolo (e già 

questa espressione esprime un giudizio molto soggettivo), la fantasia elabora l'immagine del "punto 

geometrico". A questo proposito vale la pena di ricordare che negli "Elementi" di Euclide, e poi nella 

successiva letteratura geometrica greca, il termine che oggi viene tradotto con "punto" aveva il 

significato letterale di "segno"; cioè indicava un "posto" elementare ed indivisibile. Analogamente 

ŘŀƭƭΩosservazione di un filo teso la fantasia elabora l'immagine di un segmento di retta, cioè di qualche 

cosa che non può avere una realizzazione materiale, perché è, come si suol dire, "infinitamente sottile". 

F. Kupka. Nocturne (1910). Collezione Privata. 


