Maria CantonR017 (*)

Il teorema di Pitagoraun percorso a ritroso di analisi ed un possibile cammino di
sintesi accanto ad Euclide

La matematica e il linguaggio defleienzaSi ritiene allora chessa,in quanto tale debba essere
oconosciutd per arientarsi nella societaNella complessita del mondo di oggiestomotivo della
sua importana e certamentevalido, malimitativo se non sfruttiamo piu compiutamentguesta
immensa creazione umanehe permette di prendere coscienzR St f I NI T A 2 yperf A Gt
usarlain modo sistematico, un passo velsdiberta della mente perchéessapltre che dipresa di
coscienzanecessitadi critica.

La matematica non é facile, maella difficolta si inseriscono due problematichanzitutto
f Q233S0G2 aidSaaz RSdndortdi phrilyf&ta hé y¢ska, durantel il pariado® S
scolasticoyiene trasmessa mododa non coinvolgerenenti in crescita intellettuale e psicologica
e in modo non consonoproprio al loro sviluppo. Qui ci sarebbero mille discorsi da farke
volutamente trascuriampche perd sono quelli che ci hanno portato ad interrogarci sulla didattica
della disciplina come sullmatematica che noi stessi abbiamo in mem@prio nel suosviluppo
logim.

Approfondiamo il discorsoadf | @2 N2 RSt 3INHzLII2 RA [ dzSadQl yy?2
anche esplicito riferimentcalle Relazionitematiche (che possono essere riviste e risentite in
Podcast resentatein un GGbook*)), elaborateconla professoresseElisaGallo(**), che hanno
Ladz2 tQraiSyi Az2yS aial Ittt RARI (elatlada ai rO&rS |  f
tempi. Nei discorsi fatttale riletturanon ignorale manipolazioni degk suglioggettiche ognuno
fa spontaneamente e su cui si puo rifletter&olitamente esseon si valorizzanomentre
contengonoun grosso stimolo alla presa di coscigraame cercheremo piu avanti di evidenziare

Il fatto che gli insegnanti abbianposto concretamentei loro studentidi fronte ad alcuni
semplici problemi derivanti dalle provevalsi e ne abbiano insieme valutato i risultatia
LISNXS&daz2 RA alLB2MiNB2 a2z |[jdet DR FQAYAASYS RSA |
RStfQAyaSayl YSydz2 RSt f di scatd aAifiicdi (e NIR libri dy tBstafpdsso & 2 £ A
insoddisfacenti.

Mediamente i ragazzie(sono osservaziorhe potremmo generalizzar®rse senza sbagliare)
hannoRA FFAO2f Gt RA FNRYGS I ffS d&RAqyidanbraldi palagey A £
solo della scuola superiore ed in particolare dei licei, ma a questo punto gli studenti hanno gia
trascorso nelle aule scolastiche piu di 8 anni e naturalmente questo non puldgciaedaretutta
la scuola)

| quesiti hvalsipropodi (che di fatto erano matematicamente a livetloscuola media inferione
erano legati sostanzialmentalla congruenzal fedqui@alenza delle ared, f f QS 1j dzA 4 O2 Y LJ2
alle caratteristiche delle formévi pare poco?)praticamentea tutta lageometria di baseMan
mana, nel corso degli incontrsono emersgli scogliche possono giustificare le carenze

1. Per tutti i livelli sembra che le concettualizzazioni cduerebbero essergaggiunte non
siano maid 4G 6 Af Aé af quhaigrunedi RSy JdzG At AT T F NB LISNJI
concettuale A questo proposito pare che il comportamento dello studente si avvicini di piu
alla matematica presuclidea nel senso che € come se cercasse di risolvere problemi




G200 arzyltaé O2pseudobobdscaiza 2hg hd okecchiadol il pkeceBekti
esperienze.

2. La scuola medigeneralmenteL,J2 y'S £ | 3 S gbitSdelldInisuraye Srfiste@nbn
approfondire il suo ambito concettuale.

3. Spesso, a tutti i livelligli alliev hanno difficoltaa dareverbalmente ragione di cio che
fanno o tentano di fare per rispondere alle situazioni problematiche poste e non hanno un
sostegno concettuale alle eventuali memorizzazioni

Tutto cid haportato a prendere coscienza della necessita di discutere coi collegiergorso in
verticale (dalla scuola primaria alle sepori), perché in esso giotrebbero (o forse dovrebbeo)
evidenziare le difficolta dei singoli snodi concettusdi ancheincoY A y OA | NB | LI NX |1
Y I ( S Y, di hefobadogia di lavorgpunto crucialel di valutazione ad hgoanche misurandosi
conesperienzan clase.

Il teorema di Pitagora, che € sempre un punto focale sia per la scuola media che per il,biennio
perché nella sua possibilita di essere compresotiene in sé praticamente tutta la geometria di
base ha dato le suggestioni necessapier un possibile lavoro comuneettendo in evidenzaa
possibilita di un nuovo e proficuo approfondimento.

Abbiamo osi parlato di accostaré dzy” LJS NJO 2 NEce di dorhaRdéarhBidrante al
Teorema di Pitagoraguali fosseroi prerequisiti necessaralla sua conquistanon nella loro
globalitd ma gradino per gradinpper prendere coscienza di quaianoman mano gli strumenti
necessara tale conquista e in che moddebbanoessere preparati per divenire stabilmente tali.
PSNJ I NNR @llorbldBSA & XI K2 RA | £ Odzy A & acodiiiz¥op ¢hé satann@ K S Y
usati coscientemente come fondamenger i passi successivi e modeaikl loro modo di essere
cercati.

Ma questo écio che ha prtato Euclide a comporre primo libro degli Eementi!

Possiamo codiiflettere in modo nuovosulla geometria euclidedorse cercando di capire la
straordinaria sintesili Euclide e permettendocidzy’ LJ2 Q & | NN@& entrafen8ly g G S ¢
mente nel processo di elaborazione e non solo nel suo risultBgli ha cercato dit NA Y'S (0 G S N.
insieme& la matematica del suo tempo in un rigore logitwoncepibile fino ad allorache &
divenuto unparadigma.In qualche modoanche il suosuperamentq che nei secoli scar ha
portato alle geometrie non euclidee e ad assiomatiche astrattamente piu complesseitenuto
LIALy2¢é OKS LI NB LINPLINA2Z2 Af Y2 R&H po? far Rkivar®a 5 OF
comprendere le concettualizzazioni di grande astrazione che richiedono la matematica e in
generale la scienza di 0ggi.

Di Euclide sisapochis\ Y2 ® b St flF a{G2NAI RSttt YIFIGOGSYIGAOL
GX I Y2NIS RA ! fSaalyRNR al3dy2 I @SOF LR2NIFG2
al ySt onc o/ & Af O2yaGNRBftft2 RSEfIl LI NIid S3IAA
Tolomeo |, e questo monarca illuminato fu cosi in grado di volgere la sua attenzione verso sforzi
O2aGNHzi GABAD® CNI} A adz2A LINAYA RSONBGA OA TFdz f
come il Museo, che non aveva pari a quei terAgnsegnare in quella scuola chiamo un gruppo di
SYAYSYGA &aGdzZRA2&aAX GNI} OdzA 9dzO0f ARSXT f QI dzii 2 NB
adlrid2 AONBWSEgEAALA a



Il Museo di Alessandria non era molto diverso dai moderni istituti di insegrnanseperiore.
Alcune facolta probabilmente eccellevano nella ricerca, altre erano meglio dotate dal punto di vista
necessariali fondare il rigorén una piu complessa astrazioresplicitandocio che Euclide

credeva di potere assumere implicitamerd intuitivamente), non ha cancellatda genialita della
sua opera Per quanto riguarda la scugb@nsiamoche lacomprensione della struttura della sua
operg 02y @& 02y  Syddadir2 NI LBFAOAF LILINR & AR YANBNN x NBE®2 N

FYYAYAEUNI GAG2 SR FTEGONB FyO2N)r aAiA asSayltl gl
G§SadAY2yAlyi S OKS I006AlY2X &4SYoNBNBo6oS OKS 9d:
lui non viene attribuita nessuna nuova scoperta e la sunafe@era dovuta Be sue capacita
espositive.E questa la chiave del successo incontrato dalla sua opera maggiore, gli Elementi,
composti da tredici libig.

Quello che pero troviamo leggendo la sua opera (e qui ci interessa il gifm) non e
f 66sposizine didatticaai suoi eventuali studerg#j ma la sintesi matematica del suo lavoro che,
proprio come taleé difficile perché aila i rigorosrisultati della sua rielaborazione. Navremmo
invece bisogno di percorrere con i nostri studentipfocessomentale che ha portataa quel
percorsoche & ovviamente implicitana di non facile lettura.

Cio che abbiamo trovato interessantissimo in questa direzione € il comnneintauzione di
lGOAE A2 CNI ®FGELEMENTIDCESGIDERTD R0 Bella riedizione del 198G cura
di Attilio Frajese e tradottala Lamberto Macciohi

(Una precedente edizione degli Elementi si devgrande matematicd-ederico Enriques negli
annitra il 1924 i11930).

Riportoqui parte dello scritto di Frajesaon rispettandocompletamentela sequenzialita del suo
discorso per entrare meglio nelle nostre problematickeesua introduzione comincia cosi:

¢Euclide questo sconosciuto!

Pud sembrare strano che proprio con questa esclamazione venga introdotta unaadizivae
AGLFETALYlF RSIATA 9ftSYSYUAZT f Q2LISNI RA ljdzSadz2 aa
Ma effettivamente, di Euclide come persona sappiamo poco o nulla, sicché e assolutamente

impossibile fornire di lui al lettore una sorta di bibliografia.

Una delletestimonianze piu importanti su Euclide e certamente quella di Proclo che pur vivendo

nel V secolo dCrisultaaverf @2 NI} (12 adz F2ydA o6Sy LIAG | yiuAiAoOKS

E continua

OEssi(gli Elementi)offrono un panorama dellanatematica elementare greca del suo tempo:
aggiungiamo chenello sviluppo di questaappresentano al tempo stesso un punto di arrivo ed un
punto di partenza

LydziaAftS OSNOINB f Q2NAIAYIEAGE @GSNI S askiB LINA |
utilizza, coordina, sistendza f Q2 LJISNI RSA YIFdSYlFGAOA LINBRSOSaa
che al tempo stesso @nalitica nellavastita della sua intelaiatuia(che noi vorremmo cercardi
capire con i nostrallievi)

Gal f Q2 EdSliNg cosRtdisce punto di partenza anche sotto un altro profilo: gli elementi
passano attraverso i secoli costituendo fin quasi ai giorni nostri la base essenziale della

matematica elementare pressoch@tutti i paesi.




Se e vero che il rigore moderna thovato pecche in quello euclideo, & pur vero che Euclide cerca
RA N} 3IAdzyISNBE Af YIFaaiayYz2 NRARI2NBE Ayaddrtemed oAf S
Xt NBaaz Aleneltiydni@ioonstierati céne modello di arte didattica.

In un aneddoto su Euclide si narra che un discepolo, dopo aver imparato talunaxdeepremi,
chiese ad Euclid&aestro, quale utileicavero imparando queste cos&®uclide chiamo allora un
servo e gli diede ordine di dare qualche moneta al malcapitatoegdblo perché voleva tra
profitto da cio che imparava

[ QL YSRR2(02 FffdzRS SOARSY(OISYSYydS | fine3siBlklided SNB
non si rivolge mai alla pratica. Invano si cercherebbe negli Elementi la benché minima regola di
misura o di calcolo: ne vengono forniti soltanto i presupposti teo&ci.

Abbiamo evidenziato questo punto sottolineato da Frajese, perchéerfaergere come
f QFr 00246t YSy (2 | fpbssadificiBrnfeSaivbidvdtoutSaizdé chrire8dvrebbe
essereinvecel OO2 Y LI Iyl 42 RIffF 02 YLMS¢ehE AusiSnodRadi 02 Y
G LI NFabchidBfe S & NJ 3 isudtafi ke méhSransNchggiungonae che sono quelli che
servono per rispondere a certi problemi.

0Gli_Elementi non costituiscono un trattato completo e forse non possono neppure dirsi un
trattato _in _senso _moderno: costituiscono piuttosto _un_gigantesco_sistemi_di_lemma_dssi
proposizioni che hanno valore e vengono quingi i NP R2 G GS v Sttt Q21LISNI az2f
introdurre altre proposizioni sequenti che su di essi si fondono.

ProclbOA FI al LISNBE OKS ¥Fdz ¢l tS3GS RA aAftSdaz2 | GN
iniziare uno studio autonomo della geometria stessa.

5212 ¢l fSGS OFYLSIIAL fF 3INIYRS FAITdzZNI RA t A
una vera g@ometria scientifica sia per i processi dimostrativi sia per il distacco dalla materia cioe
per la consideraziondi enti geometrici idealizzagscuola Pitagorica).

E dunque in seno a detta scuola che si verific@@l f LJ2 RQI f I de®d & dale 5iS2 Y S
distacca dalla pratica di misure e di calcoli della geometrisefiemica ed assurge a insegnamento
liberale, instauando la precisione attraversta considerazione degli enti idealizzati. Proclo
tratteggia poi la formazione del sistema degli ElgfieA = OA 28 f QSt 1 02NI 1T A2Y
che da un insieme di risultati non collegati o mal collegati tra di loro conducono ad una
sistematicita espositivaX nella quale si parte da semplici proposizioni iniziali per dedurre
proposizioni a mano a manpiu complesse.

Con la primitiva scuola pitagorica ha inizio la vera formazione del sistema degli Elementi: si parte
cioé da qualche proposizione complessa e significativa risglentprocesso detto di analisi, a
proposizioni via via piu semplici datieal quelle complesse dipendevanbmetodo espositivo
degli Elementi corrisponde al cammino inverso (detto di sintesi) che dalle semplici proposizioni
iniziali éridiscendé a quelle piu complesse fornendone la dimostraziciwe facendovedereche
essedipendono da quelle semplici iniziali.

SecondoGeorg Hieronymu&eutten (grande matematico e storicdella matematicadanese
Esbjerg 1839 ¢ Copenaghen, 1930la proposizione complessahe avrebbe suscitato nei
matematici il desiderio, il bisogno delliimostrazione, sarebbe stato il teorema detto di Pitagora
ddzft GNAI y3I2E2 NBOGGFy3a2t20 @

Penso che si cominci a capire la reale portata del discorso che stiamo facendo. Forse parra qui
Y2t 2 O02YLX Saazs YI 02 YLINBY RS yifommd alla @atematidal | LINJ
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/| SNI I YSYy(iS 9dz0t ARS I dS@I 06Sy LINBané yoii@no Anthe LINE 6
Yy St f QSaLISNR Y®gnbiportarenio Sattra dir€@ne)i Platone nel Menone:

Socrate disegna sul terreno un quadrato di 2 per latoe chiede allo schiavo di trovare la
misura del lato del quadrato clabbiaareadoppia rispetto a quello disegnato.

Prima di riprendere il discorsdéentiamo di vedere come gia nella scuola primaria possa avvenire
col gioco una semplia@anipolazione per arrivare ad arsoluzioneoncretadel problema

Figural

CGome vediamoin Figura 1per esempiopossiamo partireda un quadrab e cercardl éguadrato
meta¢; apparentementeabbiamof Q2 LJILJ2 4G 2 RA  OA @riviaikda metemii g Y 2
fronte ad unasituazione di grande interesgEigura 2)

Figura2

al YALREIYR2 | 60Al Y2 ¢ (Fshnddil® pardigra odl Sindicato ddl padaye (i 2
comune)in modo che i punti HGFE cadessero su M. Il triangolo IGK si sovrappongec®ik
questa sovrapposizione & un confron@K S LJ2 NI | & LJ2ufuagligh$aQwafdé eS| f
02YS I yIfATTEFNB 1jdzSaG2 NRa&dz { Iriéppndehizesinlpidndideii  dzNJ
punti M e G secondo ben precise regateme quelle disimmetria? Teniamo conto che questo
GIA202¢3 OKS |jdzA |Inostdlivelic? & @Bunissitng larieh rielfy sduola
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RSt t QAeyidnkel prinarid, se beapprofondito LJ2 NI | | £ £ QF y32f 2 itAB (G 22

eanche verso il parallelismel f I @2 NI NB adzZ € S F2NX¥SXo

Mi sono soffermata su questo punto per cominciare a vedere cofaeendo leva su
manipolazioni oncrete sugli oggetti, si compia aziom che possono divenire modelloi d
astrazioni geometriche utili accanto ad Eucl{deprattutto proprio la dove didatticamente non &
neppure conveniente fare molte delle dimostrazioni euclidee ebgendantuitivamente scontate
e gpesantt sarebbero inadate agli studenticome nel casaguardante le proprieta deglangoli di
un triangolo isoscele che una simmetrigsolve elegantemente oltre che semplicemente
astrazioni che solitamente vengono richiamate a pare& libri di testoin un capitolo a séle

trasformazioni Tale isolato capitolfinisce in tal modo a separareleco®@2 YS a4S OA F2a

geometrie€ che nonsi leganoin una lettura di Euclide piu consona ad una visione attuale.
Approfondiremo il discorso.

Guardando al quadrato di arebppia da un altro punto di vist@igura 3)

Figura3

vediamo cheemerge il triangolo rettangolo isoscele che mette in evidenza il quadrato
& dzt f QA,disppioiygdediolsui cateti uguali.

Qui inizia la nostra storia cheusciranaturalmentea prenderein considerazioneolo gli snodi
concettuali piueclatanti, ma che speriamo implicitamente possa richiamare tutto cido che é
altrettanto determinanteX

dPensiamé che Euclide generalizzi la situaziopeecedentee cominci a drsi delle domande
(Figura4)9 dzOf ARS @OSRS GFAIdz2NBe¢ y20Sz alF NBSe¢€XZ Yl
la capacitadi leggerle nelle loro caratteristiche, di collegarle, di confrontarle con una logica
rigorosa, perché sara questa che gli pesttera di risolvere come desiderda generalizzazione
portata? Da dove patrtire allora? Leggiamo ancora Frajese:

GXPES FAIAdZNBE IS2YSIOINROKS azy2 LISN 9dz0f ARS |

Ma poiché le figure possano divenire oggetto di studoxorre stabilire un collegamento tra di
esse nella matematica moderna il concetto di corrispondenzatenptire in opera collegamenti, e
cosiglielementidiuh yaASYS @Sy3z2y2 O02fttS3lFaA (GNI RA

X
C

A

N

f 2
NAOS@PST YSRAFYGS 2LISNITA2yA RSTAYAGS 02y RFEGS
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Figurad
Nota bene

dPer Euclide il collegamento tra figure si effettoeediante
costruzioni_ed altri mezzi che si chiede di poter adoperare
richiesta che verrebbe appunto, secondo la nostra veduta,
effettuata neigpostulati (i postulati offronouna sorta dimplicita
definiziong. Per esempianoi non definiamo punto e retta, ma
Sydzy OAl Y2 Af LIRadGdzZ G2 aRdzS Lidzy
az2zftlLéy y2y airakbyz2 2N} LAG f AdSNA
significato arbitrario, dobbiamo attribuér loro un significato te
cheessi soddisfino a quel posttda.¢

\? -
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Euclide atrae dalla realtgprima di tutto punto, retta e piang
dando per scontato che da esprovengno (esistano in essa)
ma per divenire subit astrazioni che non sono quebi@e i lbri di
testod RA & S 3y | disegaiabpilvpdaBbibero essere dei modelli grafici di riferimento che pero
quasi sempre rimangono invece2 3 3 S (i (i Apor@yydeRéntefdori strada

Come ompiere questo primo passo?u@diamo ai bambini piccoliguando incominciano a
GaolOl NI 0200KALFNB¢ y@axt $HKE2 4@ NIRLINK Raefuiis MdetindzlY i O K
con cuirappresentandnconsciamentema intenzionalmente tutto cio che quei segni graéianno
richiamare In un certo senso sedi LJ2 NJ& ¥ v # éStariiahogéa quelle immagini per ricostruirli
opportunamente.Incominciare a sollecitarguelle immaginialla scuola materna e primariger
ritornare ad esse per disegnare coerentementd?2 § NE66S L2 NI FNB | FIF N &3
coscienza dei nostri comportamentAd essi sargoi facile aggiungerele osservazioni sulle
manipolazioniquotidiane con gli oggetti Essecontengono in sé qudkasporto rigido che tutti
danno per sconta e che é alla base delle elaborazioni euclid€erajese afferma addirittura
comeAf LINAY2 ONRGSNRZ2 Ll2aal Saa Seydo alldbzgosiamBrEoNd § 2
rigido)che potemo accostare in una nuova luce

Euclide atrae dalla realtgpunto retta e piano, ma comincia subito a metterli in relazi@oene
premessa su cui far leva




Datiduepuntiessi 2y 2 3t A S a (i NBeghentBdistaozs)l G NB G G I ¢
Questa retta puo essere continuamente prolungata

Si puo descrivere un cerchio con tgiasi centro ed ogni distanza (raggio

Tutti gli angoli retti sono uguali tra di laro

= =4 4 -4

Diamo per scontate queste relazigrdiciamo che9 dzOf A RS ildrisi®aioliedpielloéche
possiamo evidenziareon riga e compass, 9 dzOf A RS vV figh e comgasiséd SRS O |- ¢
233SG0A O2yONBGAZ YI YSyidlFtaA X

Guardiamo le cose piu da vicino in un modo nupgo poi tornare ad Euclide

Da PARLIAMO DI GEOMETRIA Una reinvenzione guidata
25 ottobre2016



Come costruisco gl «oggetti» che
diverranno 1 nostri strumenti per
descrivere la realta

ayeas .
Vediamone un esempio ...

Dagli oggetti Ia percezione coglie
qualcosa che é ad essi comune.
Prevale i essi Ia «unghezza» ......
Rappresentiamo quello che abbiamo
percepito m astratto richiamandoci ad
un oggetto concreto che attualizza
meglio di altr1 la situazione: 1l fifo teso

Abbiamo cosi costruito un nuovo oggetto, 1l
«segimentor

—

che la geometria considera una figura
geomelrica costituita da puntt

e

tra 1 punti gli estremi sono privilegiaty, m essi i/
segmento mizia ¢ termina.




Ma come arrivo a concettualizzare la «lunghezza»?
Quando due segmenti hanno la stessa «lunghezza»?

La risposta é: se riesco a sovrapporli ....

Fuclide lo fa immaginando il movimento, «oggi»
usiamo le trasformazioni con le quali s1
costruiscono classi di equivalenza ciascuna
costituita da segmenti sovrapponibili.

Ogni classe ¢ una lunghezza che a questo punto ¢
diventata un vero concetto matematico costruito
razionalmente.

Ottengo un concetto della geometria, funzionale
alla lettura della realta che non ¢ pit la realta

Figurab

Tornando ad Euclide vediamo che egli, a questo puatin grado dicostruire dando completa
ragionedi quello che fae tenendo presente solo le premesse pgsilesegmentoed il cerchioda
G 2 3 #S GRIAMD Stylinénti e ci troviamo di frontealla prima proposizione (Figura 5) la
costruzione del

triangolo equilatera
Anche gli studenti possono costruirlo con la stessa cognizione di causa.

Il triangolo equilatero a questo punto diviene strumento ed Euclide lo usacsiruirein un
Lddzy 02 RIF 02 dzyl GNBGGl ¢, criz® dalpfofosiziome suméssisampids G (0 | £
dimostrando la validita della costruzione.
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AB ¢ il segmento iniziale e C il punto in
cui deve essere “trasportato”. Il triangolo
equilatero DAC diviene lo strumento
accanto a circonferenze che permettono
confronti. CF sara il risultato dimostrato.
CF avra pero “una direzione” (per ora ancora
con significato comune) dipendente
dalla costruzione.

_ Analizziamo quest'ultimo punto.

Figura6

La cironferenza di centr&C(Figura 6yimanda alnostrodiscorso sottostante e noad Euclide (o
meglio Euclide puo costruirla ed usarlae C appartenesse ad una rettiata, allora la
circonferenza intersecherebbe la ret& troverebbe il segmento su di essa, cosa che para
sfruttataLISNJ O2 & I NHzZA NB dzy GNRAFy3I2f2 RIFEGA GNB asavys
/| NBR2 OKS | dzS apérfettaiedt? diriosthizh Ao 16 rémesse e gli strumenti gia
raggiunti da Euclide a questo punto debgpercorso,non venga mai fatta vedere a scuptasa
che mi pare ovvig inutiimente laboriosg)ma che meritun approfaxdimento per noi insegnanti.

Se ci poniamal problema di disegnare in un punto qualunque un segmeitdz3 dz £ S¢ | R
dato AB che giace una certa posizione sul pianpgnsiamo di lavorarger ora sul foglio di carta,
ma ancheNJ LILINB & Sy { | v Rr2 oftWe2eyhon fcdinirarébbe Raisituaziong)rendiamo
normalmente un oggetto concreto che chiamiamo compassogammeto 2 33S i G2 & NA IAR
dzy G O2y T NER Y. mgriamo$ €hid rehbi pér2h& combacino con gli estremi del segmento
disegnatg sempre con movimento meccanico (spostamento rigido) ipoo la punta del
compasso nel punto desgrato C, e tracciamouna circonferenzache ha cosi ragg uguale al
segmento dato ABSullacirconferenza prendiampoi un punto qualsiass (o opportuno secondo
il contesto)ed alla fine avremd segmento CG AB. Mautto questo semplice lavoro noe per
y dzf seduiredEdideé 4 S 8§  Vjodidnfofp@tardh Kldsse!

Lf aO2YLI>l aaz2 RA 9dz0f ARS¢ § dzy LldzNR LISy aA SNEP
poter arrivare alla circonferenzén 2 A Ay @SOS [ 060AlF Y2 GNFaAaF2NNI G2
chealla fine puod NHz2é®h I N LINF GAOIF T 0o0Al Y2 AYyddZAGA Dl YSY
Ot aaS RA SldAGItSyT &3 ORA2 sanodfnd e guddi antldd ing 2 R A
con estremo in COYdz2 SY R2 & NRA 3 A RI;Yp6iydisenéandoAld cirdorffevehda a & 2 (
FOOALFY2 dzal G2 dadayflLd N2AG [ X & yi&s cheStatl INgbirdti & Bullaf Q
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OAND2YFSNBYI I &FNBOoOSNR adl A & Shadeanduttd gBebtd A € L
lavoro intuitivo chemanipolazioni abbiam ragionevolmente fatto e perché ci paiono coerenti?

Euclide ha invece compiutmna costruzione rigorosamente dedotta dagli strumenti concettuali
raggiunti. Allora mi domando, non sarebbe importante pailare di equivalenza @ & (i Nz G dzNJ
esplicitamene |j dzSa G O2Y L2 aAl A2y S RA @4&LRzAOL e yheA NI |
implicitamente abbiamo fatto ed accettato di fade.tal modo esplicsremmoNB 32 f S chiey 2 & (i N
vengano a fare qualche cosa di molto utile e preciso in una letturaldzioni tra le forme in gioco
nelle situazioni in cui ci troviamo

Euclide, pensando allo spostamento rigidobito dopof | O2 & i NHzl A2y S séhfe G &S+
infatti la necessit{fe a @3S RS ¢  S)RIi aBivatelfdth doridizidni sufficienti pet confronto di
due triangoli (cido che chiamiamo primo criteri@ualiconseguenzg@ossono scaturire da cio che
abbiamo evidenziato?

l90Al Y2 LINIFG2 RA O2YLRAaAAT A2YyS RA drackdda il Y S
allora (naturalmente da riprenderepnche alla traslazioneche ci pare molto importante
Guardiamoper questoper un momentol f f Q9yUARffAZRIE f 2 Rt LISNJ 402y il
rette (per gli studenti non & cosi semplice valutare la sublJd G &Ay RFff QAYAI
parlarecon attenziong.

Di fatto per Euclide le rette si incontrano o non si incontrano e con la proposizione 11 e seguenti
eglisi occupa di analizzare gli angoli che emergoradarointersezionequando essa esiste

Vis che perd abbiamdenuto presente loda & LI2 &G YSy G2 NAIAR2¢E OKS |
LISNJ LI NI F NBE RA S3dzZ 3t ALyl O02YS O2yFTNRy G2 LIS
portati a sovrapporsi attraverso un cammino qualunque, comreg) continuiamo a mantenere
f QARSI RSftfS OfldaiA RA Soj dah dEmd Bey scbntato BhessoF NR Y (
appartenga aduna classai infiniti oggettiad esso equivalenti, (nel caso di cui parliamo uguali in
23a3yA OFNIGGSNRAGAOIOET SR FyFtATTALFY2 Af OF YY,
modo da strutturare in che modsianolegati i punti corrispondenti tra di loro.

Consideriamda rettt ! . SR dzyl &SOBRRISCARSY{ K YaSNINS §IS
nella loro intersezionéFigura 7)

Figura7
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Ma subito cominciamo a
pensare alla classdelle rette

che formano lo stesso angolo

con AB (Figura 8).Esse sono
equivalenti proprio per la loro
relazione con ABDiciamo che

tali rette hanno la stessa
cdireziong NA &aLISGaGF R
classe determina tale direzione.

La traslazione sarallora uno
GalLkradlySyd2 NARIAR
| punti del piano in altri
corrispondenti mutati in una

Figra8 stessa direzione, in uno stesso
verso e con la stessa distanza.
t 20NBY2 O02YdzyAOFENBE OA5 O2y dzyl GFNBOOAI ¢ 00Si
detertY Ayl y2 Af aOFYOoAlFIYSyi(d2 @2fdziz2éy

/

Tuttocio come NBYSaal It épadilh nfedte Huederie §liNdigatti He loro infinita
G LJt dzNPossimrokpentetterci nelle condiziondi pensare chée trasformazionia cui abbiamo
accennato divenendo uno strmento per confrontare, ci pomio avederele proprieta di cui Si
occupa la geometria come quelle che sono invarianti nelle trasformazioni che abbiamo preso in
considerazione, attraverso le classi di equivalenza.

Con queste trasformazioni sostanzialmente ci occupiamo degli spostamenti rigidi che
intuitivamente inducono urmon cambiamenb nella figura, ma per i quase nulla &€ mutato,
OSNIi I YSyGS 8§ OFYoALFdGl €1 NBE T A2pustoféh@améntale a i S a
che risolvera molti problemBiamo corkuclidecon un altro linguaggio

Nelle proposizioni 13 e 14 Euclidtorna R S@ARSYT A N8B f Qly32f2 A
considerando prima la perpendicolare per poi generalizzare. Anchéifa comodo introdurré
fQélyaz2t2 LIAIFIGG2¢ RA OdzA 9dzOf ARS y2y LI NI Yl

Fino alla proposizione 26 Euclide approfondisce i triangalprattutto evidenziando nelle
proposizioni 16 e 17 importanti relazioni tra gli angoli come nella 20 una relazione tra i lati. La 17 &
fondamentale edcafferma e dimostra che un angolo esterdbun triangoloé sempre maggiore di
ciascuno dei due non adiacenti

Arriviamo alla proposizione 27 per entrare in un nuovo morimsandosi sulla 1FZuclideporta
in evidenzae dimostraquando due rette non si posso incontrare

1 Se una retta che venga a cadere su altre due rette forma gli angoli alterni interni
uguali tra di loro, le due rette saranno tra di loro parall@len potranno incontrarsi)

Madopoi discorsi fatti sopra guardando alla situaziatetla Figura 9:
13
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Figura9

ci rendiamo conto ch@ossiamo vedere le due rette come risultatoutia traslaziongsecondo le
indicazioni del vettore giallo) ehe esseRS G SNYAY Il y2 dzyl RANBI A2yS
NAFSNRAYSyiG2 O2y fF NBOGGF OKS AYyGSNESOFy2d [
parallele!

Viceversa col quinto postulato
1 Se una retta venendo a cadere su due rette forma gli angoli irdeliai stessa parte
minore di due retti, le due re# prolungateverranno ad incontrarsi da quellzarte in cui
sono gli angoli minori di due retti.

RFf ay2aGNR Lldzyd2 RA @GAallé FOoOAlIY2 aGAYy Yly2é
mantengono gli angoliParallelismo e angoli che si mantem@w come intersezione con una
trasversale sonstrettamente correlati.

Da qui diviene semplice arrivare alla somma degli angoli interni di un triangolo proprio con la
dimostrazione di Euclid@roposizione 32¢he completa le proposizioni precedenti comael?.

Consideriamo ora due rette parallele (legate quindi in una traslazione). Parlando allora molto
ASYLX AOSYSy (S S Laail Y2 3Idz NRévidziacOla Yo® F 2 N.
GRAAS I Wihldzi G2 dzy RA&AO0O2NAR2 Ril seghenibINiPpErgeyididladS Y 2
intercettato dalle rette stesse Se analizzata bene, questa distanza potra intervenire a definire
f QF t ( §uadrilateriReQlaitriangoli e potra toglierci dalla difficoltd banale, ma consueta che
essa pone generalmenta tale anbito (ne parleremo a lungo)A questo discorso si legano due
punti fondamentali della costruzione geometrica

a [l AGLINBAlF Ay YlIy2é RSEfS T2NN¥Sle dipdzZl RN
proprietacon semplicita e rigore
b. Il confronto di aree attraversb Q Slj dzA @I € Sy 1 | ®

5dz2S O2LJIAS RA AGNRAOS OKS ar AYyuGSNBRSOFIy2 RSt
a due a due, e gli angalbnseguentemente sono uguali a due a du@uesto quadrilatero (che
chiameremoparallelogrammd SYSNHS |j & AA | & LIOBRIY S &adzS LINE LI
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dedotte dal parallelismo approfondito come detto sopra. Possiamo esplicitare in un disegno
(Figura 10jutte le informazioni che riceviamo dalla coppia di rette parallele chetsisecano (1)
e vedere la differaza con il disegno ehvediamo nei libri di testg2) quando introducono un

parallelogranma:

Figural0

(DSt NBadz2 9dzO0ft ARS | dzZ yR2 fighrR RthliGedBodSauellicomdede A 3 2 y
tra rette, vale a die: figure trilatere quelle comse da tre rette, quadrilatere quelle comprese da
j dzI G G)NB X X

A questo punto con la variabili@S f f QAY Of Ayl 1T A2y S NBGBanmdpdsdle RS
al rettangolo o al rombo e al quadratored QI £ G ST 1 I, seR@d tfadhdoZifohBamentd
ma molto semplicementde caratteristiche dei novi particolari parallelogrammi (i software di
geometria possono aiutare molto in questo approfondimento non perché la dinamicita che
osserviamo sia la trasformazione, ma perciggerisce €a tenere presente alla mente da dove
venga la corrispadenza finale che struttureremo
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E immediato vedere poi comguandovi siaun angolo retto lo sianmecessariamentéutti e

quattro, e come sia facile osservare anche cio ehngerge con le diagonatittraverso cui sara

possibile definire il quadrilatero stesso.
G A Y  YapgyulgiamotgGi il frablNES: ne derivalei ricoprimentj delle

| 60AL Y2
Ay

AGS2NBYL!

lssaG G ch®©abhato Wsto @@ edsdre malNR F

tassellazioniR S f
cosi sontati per gli studenti gia colgioco delTangram hanno trovato difficolta dare ragione di

cio che avevano di fronje
Uncenno per superare i parallelogramimiFigura 11suO dzA

L2 § NB Y2

RANB Y2t

Trapezio: una striscia di rette p#rllele
[ .
interseca due rette che siintersgcanc ... \ - ~

Intersezione di due coppie di rette
intersecantesi: quadrilatere generico ...

Figurall

OK S

a O 2 ¢i (parBefteS di mittedll ih f St 2

Ma la geometria € la scienza del confrorda coppia di rette parallelehe abbiamo preso in

considerazione, quelld & G NR & OA | €
S @ ERRIg ApprofondfisBe niold Dgndziudlcid Pefchd: &

NBfFTA2yS S RA
guello che gli permettera di rggungere il Teorema di Pitagora.

Figural2

| 2YaARSNAI Y2 dzyl

in essa, per semplificayeun

particolare
ABCDunNB GGl y3z2tf 2o

parallelogramma
[

della striscia (la classe di tutti i

segmenti perpendicolari che

essaintercetta) € congruente

con un lato del rettangolo

I @Sy GS 1jdzSadQdz A"

retti. La classica costruzione

della Figura 12 mette in

evidenza la congruenza dé&iangoli ADE, BCF, AGE e BHF come il parallelismo di AE e BE.

Otteniamoil parallelogrammaAEFB=quivalente al ABCIX
16



Proviamo a vedere la stessa cosa parlando di
traslazione comune dei punti D e C secondo uno stesso
vettore (Figura 13)Ci porta allostesso risultato, ma con
la semplificazione di una generalizzazione molto semplice
anchequando la lunghezza del vettore supera il lato del
rettangolo (Figura 14) la costruzione ci mette nelle
condizioni di analizzari@ modo molto semplice i poligoni
Vo A ip gi2 0z R I OdzA ,ii AN:leimEthvseAm@Snj dz)\,Q I
: SOARSY I I tQFrtasSI 1T F RStEtF &uNJ

Figural3

Figurald

Solitamentenoi diciamo che i parallelogrammi in gioco sono equivalenti (hanno la stessa area)
perché hanno la stessa base e la stessa alt@gresi come un refrainjorse dimenticandasubito
(o neppure considerandajhe cosa siand I a0l a4 S¢ ¢ SR 3QWbsh @hB iete &
F2YREYSYGlFES LISNI O2YLINBY RS NEB (FQuaAlB)N: YSY GS t QS|

Figural5

Euclide sentgoif I yS0Saaaidt RA ISYSNIfATTEFENB S NROIF
sia la stessamaunaad essa congruent@roposizione 36

Parallelogrammi che siano posti su basi uguali (congruenti) e fra le stesse rette parallele, sono
uguali tra di loro.
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Noi superiamo immediatamentd problema perché ogni costruzione che abbiamo preso in
consderazione fa parte di una classe di equivalenza e necessariarniéntbe abbiamo raggiunto
vale per tutta la classeb St I @2NR O2y 3If A & dzR SgldisiisenladzS a (
accorgercene mettiamo intuizione e rigore insieme senza sottolioearl

Ancora piu interessante il tutto diventa quando parliamo di triangobme meta di un
parallelogrammjicompresi in una striscigrigura 16)dove la strisci® 2 y | & ddntingal £ G ST
ad essere il fondamento della loro equivaleneada dovepotrebbe emergee in altro modoill
GLINROf SYI  deBtiidngolg the $fodutemolti problemi di comprensione e inutili
difficolta a secondalel tipo di triangolo che si considera.

|
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1
1
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I
I
I
I
|
|
I
I
I
I
i
|
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I
1
I
!
|
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
:
MR IS U
i
1
|
I
I
I
I
I
|
|
I
I
I
I
I
|
I
I
1
1
1
1

Figural6

Of GNB I R manb@S NI 2abidis®cora in mano la possibilita di confrontarle come
GFrNEFEOSYR2 RAODSYANB GadNHzySyaz2é Gdzid2 OA5 OKS
GLINRPOE SYAY 2¢ @OashorBardilfquadria@rdzZSBCD i@ ih triangolo equintde

Lasciamo alla sequenza grafica la dimostraziongtahdo gli strumenti raggiuniiFigura 17)

Figural?
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! Adesso possiamo guardare tdorema di Piagora come
Euclide lo dimostra in una sequenza che evidenzia gli strumenti
man manocostruiti (Figure 18, 19, 20, 21, 22, 23).

@

Figural8. Primo passo

"
H
G
-z G
c ~
La “striscia” “E.
. c
R 3 7 Il triangolo FAB ha
A \‘B\\ TEede” la stessa altezza del quadrato ACEF e
) ne & la meta.
i =N
A , .
vy
J
J
Figural9. Secondo passo Figura20. Terzo passo
Figura22. Quarto passo Figura21. Quinto passo
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