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CARLO FELICE MANARA

Probabilitd e nondo reale.

1.~ Il concetto di 'prabsbilitd’ @ ogetto i analisi & Al &~
scussioni da quasi due secoli, cicd, si potrebbe dire, dall'epoca
nella quale ha avuto per la primsa volta una trattazions qatematica

che voleva essere rigorosa.

P

A ben guardare, non si tratta di um fenomeno raro.nnlla
storia della scien;a; anzi, vorremmo dire che si tratra di un fepo-
meno abhastawza consueto, che avviens spesso quando si incomincia a
voler rendere rigoroso un concetto che & preso dalla vita guotidiasna
e che viene designato da un termine del linguaggic comune, .

Enfatti ban reramente un termine coniifacto
ha un significato assolutamente univoco; &1 conseguenza nascono fre-
quentémenta delle diszcussioni (spesso moito lunghe e guasi seopre
inconcludenti) a propusito del 'vero'® siguificaro del temine. Infine,

‘ dopo un periodo di analisi critics, si giunge ad wna assiomatizzazione =

rigorosg, che precisa un significato del termine ppermette una forma-. .

' liczazione matematiocn e la conseguente costyuzions di una teorxia.

Qucsta risulte essere cosrente e rigoresa, ma vian& Lt
abitualma:ite gindicata cowe ‘asiratta' da guegli scienzigti the |
vorrebbero utiliziarla per la conoscenzz del monde reale; rinasce
quindi il problema & proposito della adeguatezza della teoria per la’
descriziona dei wonds reale, e della sua feconditd per fornire del
modelli plausibili dszlla realti,

E' questo un cammino che & stato percorso press'z poco
da molte teorie fisico - matematiche; si potrebbe aaddirittura dive
c¢he un camnino cosiffatto & stato porcorss nel secoli anche dalla.
Geonetrla, che oggi, conme & nctoe, ha acquisito un duplice assetto :
1'uno & guello di una teoria puramente astratta, un sistema lpotetico-

deduttivo; l'altro & guello di una teoria fisica che si occupa dedi



corpl estesi, per guanto attiene alle proprietd della mutua

posizione, della forma e della grmdezza dei corpi stessi.

§i potrebbe dire che ie discussicni a proposito del
concétto di probabilita hanncAsaguito press'a poce lo schema che
abbiamo or ora riportato. Dall‘inizio degli studi sl & passati

C o M e e

alla formalizzazione matamatice che risale sostanzialmente all'cpoca> .

di Laplace; in seguito si & glunti ali'assetto attuale ché si
potrebbe descrivere nel modo seguente s dal punto di vista astratto

" la teoria della probabilitd di presenta cogﬁ un capitolo particolars -

della teoria deila misura, teoria che pub essere assiomatizzata in

vari modi, ma che non presenta altri problemi oltre a queslli classici,

che rigquardara la cosrenza delle teorte astratte della Matematica.
Ma dx un altxo punto 4i vista sussistono ancora i problemi che si
riferiscono alla possibiiiti di descxivere certi aspetti ds=lla
realtd con una tcoria che possy essere chiamata, con un minimo di
attendibilité,.una teoria della prebabilitd, In questo ordine &L »
{dee si paﬁe pure ii probleuma deila assiomatizzazione, ma in modo

del tuttn divarsn da qdeilo che si riferisce all'azspetto precedente.

In questo caso infFarti la assjomatizzazione consiste |
nella enunciazione di certe ipotesi che vanno intese questa volta
come dejle propunioni che abbilano le seguenti gualitd : anzitutto
zendano abbastanza bene gli aspetti della realtd che vengone

_ritenuti 'evidenti’y in secondo luogo sianc atte a fare da fondamanh6 '

- per certe deduzioni le guali servano per dare un modello attendibils
della realta. '

Per gquanto riguarda l'aspetto puramente astratto

della teoria della probabilita, & chiaxo che si possono dare molte

assiomatizzazioni, le quali sono legate soltanto dalle clausola della

assenza A4l contradditorietd; ci disPensiémiéal presentare una assio-

matizzazione di questo tipo (Si veda per es. in (7] quella dovuta

a Kolmogoroff).(l)

{1) I numeri tra parentesl quadre rimarndano alla bibliografia che & .

in fondo al presente artlicolo.




Per quanto‘riguaéda il secondo aspétta della teoria
della probabilitd vorremmo dire, schematicaﬁante, che due tendenze
nettamente diverse sono attualmenta present’ e si dividono il
favore degli studiosi; volendo designare in modo spprossimativo gueste
due tendenze, potremmo utilizzare 3 vocaboli che sono abbastanza
diffusi e che classificano i due atteggiamenti come 'tecria della
probabilita oggettiva' e teoris della 'probabilitd soggettiva', Il
lettore che vogiia farsi un‘idea delle argomentazioni che sonc portate
avantl dal sostenitori dei due attagglamenzi pub far riferimento per
eg, agli 'At;i' della Tavola rotonda (pubblicati dalla Scuola d4i Sta-
tistiva della Universitd di Pirenze) che si & tenuta a Poppi nel
giorni 11 e 12 giugno 1966 (5).

Nel seguito ci limiteremo a fare qualche cernoc a proposito
del” primo di questi atteggiamenti (quello che si potrebbe designare
cone di una tecorla ‘oggettivistica’ della probabilitd), e dedicherem:
una maggiore attenzione alla esposizione della teoria 'soggettiva’. :
Vorremmo conclodere che queste discussipni pOsEONo essere ritenute a
prime vista anche troppc accese ed appassionate;y ma 1'impegno che

- gli studiosi mettono a sostenzre 1 xispettivi punti di vista si
~glustifica presteo gquandn si conslderl che alla base delle discussioni
stesse sta il fondamentd in sede teorica e jnoseclogica dalla.Statisticif
e del suol wmetcdi. Pertanto chi consideri anche in modo mReltc supex—
ficliale la lwportanza che la Statigstica ha nella struttura deil& scien-
za di oggi arrivera fazcllmente a glustificare 1'atteggiamento degli
studiosi di entrambe 1z paxti. A

2.~ Per quanto riguarda la definizione che si potrebbe chiamare
'bggettiva' della probabilitd, ci limitiamo a dire che essa risale
alla celebre trattazione 4di Laplace (1) che defin;ya la prababilita
di un evento, possiblle tra tanti altri, come 1l rapporto tra il
numero del casl favorevoli ed il numero 5ei casi possibili, purchg

{e la clausola é fondamentale) questl ultimi sianc tutti ugualmente

possibili.

{1) P. (Marquis) DE LAPLACE - Essai philosophique sur les probabili~
tés, Paris, 1819.

_



} Abviamo detto che la clausola della uguale possibilita
degii eventi ¢ fondamentale; & noto che su qiagta clausala si sono
appuntate le critiche rivoite a questa definizione di probabilita,
infatti & anche troppo faclle osservare che la verifica del fatto
che certi sventi siane tutti uvgualmente poseibili non pu& essere
fatta “"a priori™; quindi tale circostanza pud essere soltanto affer-.
mata sulila base di una convin#iona fideistica o sulla base di infar-
mazioni pid o meno attendibili che si posseggono sulla realtd '

esterioge.

Ma, a parte gueste osservazioni, il problema pid impor-
tanta & gquello di collegare gquesta definizione 4i probabiliti (che
viene spesso anche chiamata definizione "a priori® della proba-
bilitd) con i risultati delle statistiche effettuate sui_fencmeni

" del mondc reale.

Infatti si osserva che per quanto riguarda le osser-
vazioni che si essguiscony sul monde reale, cié cha & possibile
rilevare al riduce 28 una frequenza o ad un insieme di fregquenze d4di
un certs fenomeno la cui prebabilitad a2 priori & stats wvalutata.
Nessuna certezza vi pud essere infatti sullze .derenza della realtd
alle leggi che sconc date dalla probabilitd a priorl calcolata secondo
'la definizione da noi esposta. La difficoltd Wiene superata enunciando
la cosiddetta "legge empirica del caso'; secondo questa legg@ si ha
che quasi sempre, su un grande numerc 8i eventi osservati,la fre-
quenza aggettiva della presentaziope & mol&c vicina alla probabilitid
toerica a priori, calcolata seconda la definizione classica. Questa
legge, che giustamente viene chiamata ‘empirica’, ha un enunciato che
¢ melto vago, perché non si sa precisarqhuale sia il significato
della espressione ‘grande numero', della espressione ‘quasi sempre'

e della espressione 'molto vicina' .

Moltissime sono state le ricerche dirette a precisare
questa leggp, e ad introdurre vari concetti di ‘convergenza’ e di
'tendenza al limite' che fossemadattf. al calcolo delle probabilita,
pur essendo ovviamente diversi dalla convergerza & dalla tendenza

al limite della analisl matematica classica. Per una chiara ed

esauriente esposizione di questi argomenti, si veda 1l volume &i

L. DABONI, citato in (3).



Non staremo gqui ad esporre queste ricerche, ma ci limiteremo
a riportare:alcuns conseguenze della definizions classica della

_pfobrbilita di un evento.

Si ha anzitutto che {4 cast favorevoli all’avverarsi di un
evento B non possono esseré pid numerosi Gei casi possibili : pertanto
indicando con p{E) la probabiliti dell'evento E, si ha chiaramante che
il numero p & un numero reale non negativo che non supera 1, In for-

mile 51 ha qui=
0sps1l .

Ovviamente se nessuno del casi possibili & favorevole 1l'evento pu$
essere detto imposgibiles invece se tuttl i casg' poesibili sono
favorevoli, 1'evento pud essere detto certo. Pertanto si ha che
l'eventd impossiblle ha probabilitd zero, l'evento certs ha probabi~
11t 1. '

Ma dalla definizione della probabilitd si traggono anche
altre conseguenze, che soG fondamentali per l'applicazione 41 questi
concetti alla vita reale ed alla Statistica. Ci limiteremo qui »d
enunciare le proprieti che si riferiscono alle cosiddette ‘probabi-
1it3 totali' ed alle ‘probabilitd composte'. Tall proprietd, secondo
la impostazione che stiamo ora esponendo, risultano essere delle
consegquenze della definizione e quindi le proposizioni che le
enunciano vengono abituaimente chiamate ’teoreml'. Enunceremo questi
tecremi nei casi pid semplici, in relazicne a due eventi, che indi-
cheremo con E, ed B, . Grbang, indicate con pl e pz rigpettivamente |

1 2
le probabilitA associate al due eventi si ha 2

I. Se i due eventi 3i escludono a vicenda {ciod sono di tal natura
che se 1'uno accade non pud accadere l'altro), allora la probabili-
ta che accada uno o l'altro dei due € la somma delle due proba-

bilita pl e p, -

S1 pud concepire un terzo evento E, che consiste

nell'avverarai dell'uno oppure dell'altro dei due; tale evento



II.

. "
viene spesso chiamato "evento somma {(loglca) dei due eventi

dati. Pertanta il teorema or ora 2nungiato pud essere espresso

12 brevemente dicendo che la probabllitad dell'evento somma G&i
p

dua eventi incowmpatibili 2 la somma delle probabilitd degli eventd
addendt. o

-
Se 1 due eventi sono indipendentl tra lorc, cos)l che l'avverarsi

dell'uvno non influisea in alcuna maniera szull’awvverarsi o non

avverarsi dell*altro, allora si ha che la probabilitd dell'avverarsi

-ccntemporaneo dei due & 11 prodotty Jelle probabilitd dei dues anche

in questo caso 3i pud concepire un evento che consiste nell'avve~
rarsi contemporaneo dei due e che pud essere chiamato “evento

prodotto (logico)” dei due. Allora 11 teorema ora enéinciate puo

essere espresso dicendo che la probabilitd dellfevento prodotto logice

di due. éventi indipendenti 2 il prodottc delle due probabilitd degid

eventi fattori.

In particolare si ha che, press in considerazione un evento B

avente la probabilitd p, s8i pud considarare anche 1l'evento “non-g",
che consiste nel non avvararsi di E. Polch2 guestl due eventi sono
incompatikili, la probabilitld delifsventc zomma @ la somma delle

due probalilitda. Ma l'svento somma ¢ chisraments l'evanto "E oppure
non-g" che & certo e quindi ha probebilitd 1. Quindi, indicands con gq
la probabllitd dell’ evento non-E si ha la formula fondamentale

p+qg=131.

Abbriamo esposto le cdnseguenze pil elementari ma anche
pld importanti dslla definizione classica della probabiliti
"oggettiva®™, Ripetiamo che, dal pinto di vista della costruzione 4i
una teoria che valga per rappresentare qualche aspetto della realtd,
il punto pid delicato @ date dal collegamentc tra la teoria astratta
e la realtd delle osservazioni statistiche; quaesto collegamento nel
caso della teoria classica & dato dalla legge empirica del caso.

La validitd di una legge come guesta pub essere garantita soltant§
da considerazioni di carattere guasi filosofico, che riguardsno la
validita del procedimento dl induzione in generals e della induzione

statistica in particolare; & spisgabile qulndl che si sia cercata



“ A

una impostazione del tutto diverss della teoria della probabilité, !
per evitare 4i cadera nelle difficoltd che abblamo cercato di
esporre brevemente, salvando nzllo stesso tempo iz conseguanze
fondzmentali della impostazione classica, conseguenze che sono
contenute sostanzlalmente nei tecremi che abbiamo presentato e
nelle lorxe numercsissime deduzioni, che formano ormai Wn intero
corpo 4l dottrina ed una branca importante della Matematica di
oggl

Fresenteremo pertante la teoria della probabilitd
soqgetﬁiva. cos} come i1l matematico italiano De Finpetti gbitualmenta
la espone e difende, insieme con un gruppo molto numerosc di mate-

maticl e statistici, tra 1 quall il pid noto forse & L.J. Savage
(51 veda, p.es. il wolume citato ir {8) ).-

3.S1 potrebbe diraéha la teoria dAi De Pinetti 2 sostanzialmente una

teoria astratta del comportamento umane in condizicni di intertezza,
oppure se si vuole, dl informazione incompleta. Il fatto che la

realtd smentisca costantewente in moiti casi questa teoria {si penai'

al numerc enorme di persone che giocane al Tdtocalcio, oppure al Lotto,

o frequentano i casind) nulla toglie alia coeranze interna della
teoria atessa, n2 al fatto che essz si presenta come molto adeguata
a precisare regole di comportamento in moltisgsimi altri fenomeni

economici.

Ik altre parole si potxebbe dire che nella impostazione
della probabilitd soggettiva, il problema fondamentale pud essere
ricondotto ad un problema di informazione : lo scopo di questa
informazione é sostanzialmente quello &i poter razicnalizzare il
comportamento dell'cperatore in modo tale che dalle ipotesl enunclate

e dalle informazioni di cul era in possessc o di cui puo' entrara

in possesso in segulto non scaturisca alcuna contraddizione. Da questo

punte di vista quindila asslomatizzalone della probabilita di riduce

ad vna assiocmatizzazione della razionale utilizzazione della informa-

zione da parte del soggetto umano .-




Per vedera come si géssa giungere 2d anallzzare
1) problema da questo punto di vista ricerdiamo che accanto alle
determinazione della probabilitd di un evento non conosciutp sta di
soﬂho un comportamento umanc che s8i traduees in un contratto aleatorio
o sconmessa. BE' questo un comportamente frequentissima, che trova
11 suo posto non soltanto nél divertimento ¢ nella ricerca {ahiimé
semprs vana) di facili guadagni, come nel gioco a denarce, ma trova

anche il suc poste in moltissime operazioni econcmiche a finanziarie 2

al limite si potrebbe dire che ogni operazione di credito, di investi-
mento di capitali @ anche una scomnespa, nel senso che & una'opergiimna
di esito incerto; in particolare il campo principale nel quale la
incertezza 2 - per cosl dire - ia norma e la sostanza del contratto

& quello delle assicurazicni.

~- -

In gquesti campi della Econcmia & guindi en fatto assalu-

v -

tamente elementare’ quello dl associare la valutaziones della proba-
bilitad di un evento ad una operazione finanziaria di esito non certe,
e quindi non vi &.nulla 41 strano che ic schema della scommessa, insieme
con la mentalita strettamente Concreta ed cparativa che & caratte-~
ristica di De Finetti,abbia condstto questo studioso alla sua tratta-

; zione della probabilita.

=

Nel svo modo 4i esprimersi, Je Finetti distingue in
modo preciso € puntiglioso tra previsione e predizicne; quest’ultima
e lasciata (nei suo modo di vedere) al maghi, agli astrologi e magari
anche ai politicl. La previsione invece viene fatta tenendo conto di
tutte le informazioni e Ai tutte le incertezze che il soggetto ha,
con la massima accuratezza, ma senza nascondere la propria ignoranza
e tenendo conto di certs regole di coerenza logica alle gualil
11 sqﬁetto & tenuto ad mbbedire, sotto pena di perdite sicure, di
fronte ad altri swgetii che si comportano in modo tale da rispettare

le regole 41 coexenza.

Possiamo considerare come situnazione fondamentalrs

quella in cui si ha una operazione concreta che un sogetto unanod



>

deve svolgere guando deve assegnare una probabilitid ad un evento

non complatamente conasciuto,

~

Precisamente supponiamc di avere un soggetto che non
conosce esattamente le circostanze o addirittura la esistenza @i un
_evento. Cié pud avvenire di un evento futuro, che dipande da cause
che non sono futte sotto il controllc del soggetto,oppure in relazione
ad un evento di cui si sa che & avvenuto,ma che non si conosce ancora
in toutti i suoi particolari : per es. si puo pensare ad una partita 4ai
calcio della quale si sa che & in corso di svclgimento ma della quale non
Qi conosce ancora il risultato, perché esso non &€ stato ancora telefona-

- too cammunicato dalla radio e dalla TV.

In questi casi ed in altri analoghi numerosissimi,
il 3qqgett6 & condotto a collegare all'evento un numero che si puo
chiamare 'probabilita Eoggettiva' dell'evénto stesso; come vedremo,
tale numero p & compreso tra zerc ed l. Precisamente possismo dire
" che la frase : il soggetto attrxibuisce all'evento la probabilitd p

significa che il soggetto é disposto a scommettere la somma di pM
lire (in vista di una vincite @i M lire). »

Occorre aggiungere che la somma M non deve essere
né iroppo piccof; né troppo grande : cioé la somma non deve essere
talmente trascurabile che al soggetto non importi affatto il risul-
tato del suo impegno e che faccia tuotto per puro divertimento, ma
non deve essere talmente grossa, rispgtto al patrimornio che il
soggetto possiede od al volume dei suoi affari, che la sua perdita !
».1mplichi una rivoluzione radicale nel suo modo 4l vita. I altre
parole il soggetto deve essere effettivamente interessato, ma non
drammaticamente interessato, nella scommessa, in tal guisa che gli
faccla piacere vincere, ma che non sia per lui un disastro irrimediabile
la perdita della scommassa. Se questa ultima circostanza si verificasge,
ovviamente il soggettoc sarebbe portato a dare un valore moltc plccolo
a p, al limite a non porre neppure la scommessa : d'altro lato se la
somma M fosse irrisoria di fronte alle sue possibilitd, il socggetto
potrebbe giundicare con troppa leggerezza le clircostanze che lo

conducono ad arrischiire la somma pM.
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Nell sue opere (si veda per es. il volume (4])) De Finettl
presenta varii accorgimenti che si potrebbegmettere in opera per sti-
polare il suggatto & fare una valutazione acourata e seria della
probabilitd, cosl come sono anche presentati degli accorgimenti per
aiutare il soggetto & randexsi conte dal valore d4i pxababilitl molto.
piccocle o molto grandi, cic2 quelle probabilitd che gualche autore
confonde con quelle di eventi “praticamente impossibilif o 'prati&a-

-t

7 mente cexti”.

E' dei tutto naturale pensare che queéte considerazioni 7
"si‘prestino ad essare criticate, perché ovviamente le clausole restrit-
tive che abbiamo enunciats non sono rigorosamenta precisabili, né &

- possibile distaccarsi dall*aspatto streattamente ésicolpgicn della
valutazione del soggetto nell'alfribuire un valore p alla probabilitd -

" dell'evento considerato.
. [ ]

Per tall regionl appunte la teoria che stiamo per esporrei
vﬁene chiamata 'tecria soggettlva’.aella probabiiitd, cercando cbsl éi‘
aistinguerle dalles altre teorle, cie si d3yuo da sole il nome di
‘teorie oggettive' della probabilitd. Ma occorre bssérvare che anche
chy —clesse adottare la Gefinizione ‘oggettivs' della probanhilitd non
pq& ignorare la esistenza di un aspettoe saggettivo dl giuwdizio che puc
essere pid ¢ meno coscientemente "a priori” : ho detto pid o meno coscieg
temente, perché-chi cresumesse di negare gqualvmqgue aspetto soggettivo '
alla impostazione A1 Laplace sarebbe ovviamente vittima i una auto-
illusione clamorosa, oppurxe andrebbe incodtro alle critiche sulla coererm
logica della definizione stessa. ;

La defenizione della érobabilité soggettiva & stata
direttamente collegata con il comportamento del soggetto c¢he si petrebbe
chiamare a giluste ragione “"economico", perché tiene conto dell'interesse

-che 1l soggetto ha alle conseguenzé dei propri;iudizi (assegnakione
della probhabilitd) e deile sue azioni (scommessa); essa e accompagne.ita,

da una certa regola di coerenza, che sostituisce gli assiomi délla

teoria assiomatica e,/ /che permette di ritrovare, nel guadra della defini-
zione data, tutte }é proprietd della probabilitd classicamente
definita. ’
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:é}La regola di coerenza a cui abbiamo fatto cenno potrebbe essere

enunciata nel seguente modo : Una valutazione di probabilita af

dice coerente se nessuna combinazione di scomiesse, nelle guali si-
pud tradurre la considerazione di pid eventi, consents di realizzare

un guadagno non negativo {oppure non positivo) in ognuno dei casi
possibili e, positivo {oppuxe, corrispondenﬁemente neqativo}) in almeno

uno di essi.

In altre parole si»potrehba dire che una persona che
faccia una valutazione 4i probabiliéh che & coexente, secondo quosia
definizione, non Qeve poter essere sicura di vincere (oppure di per—

dere) quali che siano le scommesse che essa offre cppure accetta.

81 pué far vedere che da qu§Sta regola di coerenza
discendoro quelle che nella teoria classica delles probabilita si
chiamavano teoremi delle "probabilitd totali® e delle “probabilitd

. composte™ come cagiﬂparticolari. -

Intanto si fa vederxe subito cKE la prebabilitd che una
persona annette ad un avento de;e esSSers un numers aon magqiorﬁ at 1.
.‘Infatti se la persona scomnettesse pM lire (éon P> 1) in ﬁista ai
una possiblli vincita di M lire, ayrebbe certamente la perdita (guadagno
negative) di almenn

-pM + M = M{i-p)

lire, che & un numero negativo se st hap * 1 ;~

Analogamente si puc oéservare che se un soggetto attri-
buisce ad un evento E la probabilitad p, allora la coerenze lo obbliga
ad attribuire all'evento "non-E" La probabilita g tale che. sia

prq =1 .

Supponiamo infatti che il soggetto attribuisca all'evento
"non-E" une probabilitd ¢ tale che sia

p+q > 1.



Allora ci sarsbhe chi scomwette contro 4i lul, tanto sull’evento'E
che sull'evanto "non-E"s scommettondoe la somma § sull'‘uno e sullaltro.

caso, 11 bilancio del gsogoettc portezebbe, in uscita, la somma

pS + 48 = 3 {p+g)

ed in entrata la somma S (pexché uno del due aventi : E oppure non-E
si verifichera di certo);: quindi 11 seggetto avrebbe una perdita sicura;
analogo ragionamento, con il Solc camblamento deffs vincita sioura, si

pud fare nel caso in cui la valutazione sia

prg < 1 .

~ In modo analogo, sempre tenendo conto della regola di
coerenzd, che obbliga 1'operatore {0 coloro che formano la sua.qpntrqn
parte) a valutave le propabilitd in modo da evitare le perdite sicure,
si giupge.a dimostrure che debbono valere le formale classiche del
calcolo delie prubabhillitd. In particolare, presi in considerazione due
eventdi Ei ed Ez §! pud ccnsidefare, come abbiapo visto qia, l'evénto
"somma logica” che avvigne gquande uno 2lmeno del due si verifica, e

l'evento "produtta loglico” che avviene guande entrampl si veriflcsno.
Tale scama logica e predotto legles sonc indiceti spesso

con 1 simboil irsieaistisi

E. Uz e e. N E

i 2

-
[\¥)

.

rispet¢tivamente.

Indichiamo oca con p{El) e rispetpivamente con p(Ez)
le probablilitd che i1 soggetto attribuisce a clascuno degli eventi
El ed Ez, Supponiame che i due eventi sianc incompatibili, cioe@ che
se accade 1l'unc non possa accadere l'altro. Indichiamo per brevitd
con 7 la probabilitd ¢he non avvenga nessuno del due eventi, ciod la
negazione dell'evento “somma logica™. Come conseguenza della écerenza

81 ha
p(El) + P(Ez) + @ o= 1 .

Da quante 2 stato detto si ha, come conseguenza della

coerenza, che il soggetto deve attrxibuire all’evento somma logica gi

due eventi incempatibili la probabilitd data da

PEVE) « pE)) « pE).



5.Prendiamo ora in considerazione il problema deile probabilitd
subordinate; a tal fine indichiamo con

p{E/D)

la probabilitd che un soggettoc attribuisce al verificarsi dell'eventd B,
nella ipotesi che l'evento B si verifichi;.tale probabilitd benintasé
viene valutata ora, ciod prima di sapere che l'evento H sia verificato
oppure no. Sia ' +p(H) la probabilitd che il soggetto attribuisce
all'evento H e si&lpts {} B) la probsbilitd che 1l soggetto attxibu;gcu'

~ all'evento "prodotto logico” di E ed H. ' T

Crbene si ha che, in seguito alla regola di coerenza,
il soggetto deve attribuilre all'evento prddottc logico B i 7 1a pYo~
babilitd data da

p(ENH =pEME .p@ . . - 1

: Prendiamo infatti in consideratione i tre eventi seguenti é
C

BENE, BEfiron B, non § .

Indichiamo ora per breviri con p la probabiiita che 11
sogqetto attribuiéée alli'evente E, subordiiate ad H, sia p' la proba-~
»biliti che egli attribuiscs ad H e sia p" quella che egli attrihaisce

all'evento non-H,

Supponiamo che egli scommetta le¢ somme S, S', S™ rispetti- .
.vanente sui tre eventi. Allora il bilancio dello scommettitore sard '

i1 seguente nel tre casi che abblamo sopra considerate

-

1. Se si verificano B ad E,eglt ha speso
pS + p'S*' + p"s" e guadagna S + 8*' + &° }
quindi il guadagro totale &
gy = S(L~p) + S"(k-p') + S"(1-p")

2, Se si verificea H ma non E, lo spesa & sempre come prima, ma egli

incassa soltanto S'. Quindi 11 guadagno &

9, = =pS + £'(1p') - £7p" .
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3. 'Se non si verifica d, 1a spesa inliziale & sempre guelia AL prima;
ma lo scommettitore ricupera la somma pS, perchd non essendosi
~verificato H la scomuessa su E risulita caduta. Quindi il guadagno

-

gq = _Pcsi - ‘p.ngs:x N
Si faccia ora la combinazione lineara a coefficienti positivi ded

tre guadagni gl, Qv gg che 2 data dalle formula seguente :
PP g, + PP g, v -p7) gy = 8" PP’ -pP7) .

Si deve avera allora

on

p* =pp’

perchd sia salvo 1l principic della ccerenzza.

In particolare se 1 due eventi E ed H sonoc indipendenti, clod se
si ha -

.

pfE/B) = p{E)

A}

la formula esprime quelloc che nella trattazione classica veniva
chiamato il "teorema delle probabiliti composte”; secondo, questb
ieorema gquinéi ia prcbabilitd dell’evento prodotto di due eventil
indipendenti tra lero & data dal prosotto delle probabilitd dei
sonc indipendenti &

' due eventi; in formule, si ha che se E, ed I

1 2

pcalﬂ B,} = piE) . p(E

Pertanto nzl guadro della impostazione soggettiva della proba-
bilitd vengono ritrovate . futte le proposizioni che vehgono
dimostrate seconda la imp;staziegﬁ clagsica. Va detto tuttavia
dello sviluppo ulteriore che T .43 alla sua teoria, utilizzandola,
come abbiamu detts, come una sistemazione raziopale della condotta
umana di fronte a situnazioni nelle quali non esiste informazione

perfetta.

Si pone infattl 11 problema &i utilizzare ognl ulteriore informa-

zione per modificare evenfualmente la valutazione che un soggetto

-&
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vd

dd della prohabilitd di un evento, rimanendc fedele alle regole

di coerenza che debbonc sempre dirigere 1l s5uc comportamentc.

La riposta & data de una celebre formula, che viene
chiamata "formula 81 Bayes™, che & stata spesso utilizzata per
risolvere il probilesma che viene chiamato della’”probabllitéAdelle

cause®.
4

‘
S

Per ayrivare a presentare tale formula occerre ricordare-

la iwpostazione classica del procblema, che pud essere ripetuta anche

qui senza timore 4i contraddizione.- : » N

\

un certo numerc di cause : per semplicitd supporemo che tale numero

Supponiamo che un: evento E possa gsserae prodotto da

sia finito, ma ricordiamo che non vi & alcuna Aifficeltd a supporre
che tali cause slanc in numeros infinito e che quindi si poséa
tradurre quello che si dice in termini di integrali.

Slano dunque
Hlil 82,--§;Hn

le cause & supponlamo inolitre che taii cause sianc escludentisl
l'una 1'altra. In altre parole supponiamo che siano valide le Gue

'seguenti ipotesi

1) 1'una almeno delle cause deve operare perché si verifichi
1l'evento 3 -~
i1) se 1'una delle cause ha operato (e guindi l'evento si &
verificato) nessuna delile altre pué avere operato.
Siano

p(Hi> '\'.'i.-=l,2,...,n)

le probabilit3d valutata "a priori” che le singole cause abblano

agito e sieno anche

P@i/E)

la probabilitd che sia stata ﬁi la causa del verificarsi dell’

evsntey E, che - ricordiamolo ~ & avvenuto. Allora si ha
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. = . I
*) plE,/E) = p(H,) - PE/H)/Q
dove abbiamo indicato con ¢ 11 uumero

n
Q= ] p(B) piE/H,) . _
121 i i .
La formula di Bayes (*) , viene abitualmente richiamata dicendc che

le probabilitd "a posteriori" della causa H, , ¢io@ la probablliti

che la causa stassa abbia agito(guandn benii;aso sl sappia che
1'effetto ha avuto lucgo} & proporzionale alla probabilitd a priori,
attribuita alla causas stessa. La costante di proporzionalitd & data-
dal numero

p(E/Hi)/Q

e si verifica facilmwente che si ha

p(EifE) = 1

L1l

i=31

come deve esgere, dato che certaments slmeno una delle cause ha

agito.

Per dare un'idea dalla utilizzazione delle idee che
abblamo cercato di esporre brevementz, svilupperemc i ragionamenti
che riguardano un esempin concrete e semplicissimo; cid ci dard anche
,1& occasione 4i constatare quale zila la posizione di De Finettl

nei riguerdi della definizione classica della probabilitad.

N Siano Jate due scatole perfettamente uvquall tra lore
all’esternc : ciascuna di esse contiene due palline @ si sa che

1'una ne contiene una bianca ed una nera, mentre l'altra ne contiene

due entrambe bimnche. 5Si estrae una pallina dalla prima scatola e

8l trova che essa & biancaj si domanda quale probabllitd si debba attri-
buire alla proposizione seguente : "La scatola da cul la pallina & stata.
estratta & quella che contiene una pallina bianca ed una nera"; in

altre parole, se 51 davesse scomrettere che, aprendo la scatola, si
ritroverd una pallina bianca ed@ una nera, quali dovrebbero essera le

poste ?



- 17 -

Indichiamo convenzionalmente con A 1'evento: "la
scatola da cui abbiamo estiatto contiene una pellina bianca e
ung nera” € con 3 1'avento:"La scatola da cui abbiamo estratto
contiene due palline blanche'; sia poi T 1 evento: "Estrazione

di una paliline bianca".

Si ha, in base alla formula delle probabilitd
subordinate
p(ei) A} = p(E) p(a/E)

ma & anche

pENA) = p(d) plE/A)

e dunque

A(*). p(d) PIE/A) = p(E) p(A/E)
ai consegdenza

(+) p(A/E) = p(A) p(E/DifP(E) .

In modo analogo :i ha
(++) D(B/E) = piB) p(E,/B}/p{E:} .
Oré, in mancanza di ulteriori informazioni, possiamo adottare lo

schema classico e guindi prcvvisoriemente attribuire la stessa

probabilitd ai due eventi A e B, ponendo dungue

o(A) = p(B) u%— )

Ancora in mancanza di ulteriori inforxmazionli possiamo
adottare provvigariamente lo schema classico, che ci conduce ad

attribuire alle probabilitd p(E/A) e p(E/B) i valori seguenti :

P (E/A) =-;~ s p(E/B) =1 .

Di conseguenza si ha, dalle (+) e (++)

p(B/E) = 2pa/E) .

Quindl la scommessa egqua potrebbe essere fatta soclo

con le seguenti attribuzioni di probabilitad :

-
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p(r/By = 1/3 ; pi{B/E) = 2/3 .

Supponiamo ora di reintrodurre la pallina nella scatola, diffarc
una seconda estrazione e dl trovare che la pallina estratta &
sempre bianca; possiamo utilizzare ancore le due formule (+) e
(++§,ma questa volta dobbiauo tener conto del fatte che la probha-
bilitd che attribuiamo all'evento R & la metd di guella che

attribuiamo alllevento B. Fatti i conti troviamo che si ha
p(B/E}) = 4 p(A/E} .

Ripetiamo n volte la stessa prﬁcedura. ciod intro-
duciamc la pallina nella stessa scatola, e supponiamo che si
abbia sempre la pallina bianca; ogni volta per calcola;e la probabilitd
a posteriori dobbiame tener conto dei risultati precedenti e quindi
tener ccnto del fatto che ognuno di essi modifica le attribuzioni 41
probabllitid degli eventl & e B,

Partanto dope n‘astrazioni siamo condotti ad attribuire
al due eventi A ¢ 3 due probabilitd che stiano tra loro come 1 sta
a 2n, cic? siamo cendottl ad attribuire le probabilits
H] n

172% 1 e 27702 .

4

. Naturalmente, dateo guello che sappiame sulla ceostituzione delle

scatole, s¢ anche una sola volta ia estrazione desse la pallina nera

la questione sarebbe giudicata,

Non vogliamo spingere ultericrmente la presentazione della impostazicne
della teoria di De Finetii, che ognuno puo trovare sviluppata nei
trattati che’'citiamo in bhibliografia.'Ci 1limitiamo ad osservare che
anche ia utilizzazione metodica della formula di Bayes ha un carattere
tipicamente concreto ed operative & si ricollega direttamente alla
informazione che viene desunta dalla esperienza. Ed in ogni caso si
tratta di determinare la probabilltd che viens attribuita ad un &vento

in vista 41 una operexione concreta che viene fatta o prevista o immagi-

‘nata, ma sempré wna operazione concreta dl tipo economico, che viene

schematizzata con una scompessa.
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Da quanto abbiamo detto st trae anche una ulteriore precisazione della
posiziones di De Filnetti nel riguardf della definizione classica della

probabilitd : abbiamo infattl detto poco sopca che, in mancanza di

ulteriori informazioni,siamc conrdotti ad attribuire probabilird uguall
tra loro agli eventli A e B..qutanto si ha che la attribuzions 41 pro-
babilitd che viene fornita dalla definizlone classica non viene
rigettata interamente, ma viene adottata soltanto cowe uno dei mazzi
con i quali colui cha deve dare uuna valutazione di probsbilitd pud
orientarsi, quindi }s frase che nelle trattazloni classiche veniva
considerata come la Gefinizione della probabilitd di un evento diviena
in guesto ordine di ldee un criterio per dare wna prima valutazione
della proabahilitid dell'avento stasso, guando non si abbjlano altre
informazioni.

La conclusione che si pud trarre dalla<considerazione

di questa teoria pi pare possa eszere che ancha la Matematica appli-
cata & ricca ai fascino e di éroblemi che vale la pena 31 weditare;

la considerazione di guesti preblemti puo ajutare molto - a mio parere -
& non staccare l'inseguamento della Matematica dalla realtd ¢ quindgi l
Pud afutare tutti gli insegnanti a dare all'insegnamento della
Matematica quel valore formativoe & quael contenuto culturale che

¢ le socopd fondamentale dell’ingegnamento di ognl materia in ogni
Bcunla.
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