
L'Ifl5EEflRmEflTD� 
DELLR mRTEmRTICR� 

EDELLE 5CIEflZE 1/7TEGRRTE� 
VOL. 10 N.2 - FEBBRAIO 1987 

Rivista mensile. - Spedizione in abb. posI. Gr. 111/70% - Tassa riscossa - Taxe perç:ue 



L'Insegnamento della Matematica VoI. 10 - N.2 
e delle Scienze Integrate Febbraio 1987 

1f\IDICE 
Sez. B 

1. - PRESENTAZIONE� La Presidenza Pago 104 

2.� - GIUSEPPE VERONESE ED IL PROBLEMA 
DEL CONTINUO GEOMETRICO C.F. Manara Pago 105 

3.� - ARGOMENTAZIONE E DIMOSTRAZIONE. ALCUNE 
RIFLESSIONI SUGLI ASpml DIDATIICI C Marchini Pago 121 

4. - ATIUALlTÀ E VALIDITÀ DELL'ARITMETICA B. Scimemi Pago 141 

5.� - IL "PROBLEMA" NEI MODELLI CONCmUALI DEL 
PREADOLESCENTE. RAPPORTO SU 
UN'ESPERIENZA C. Mostacci Pago 161 

6. - INFORMAZIONI� S. Bologna Pago 192 

103 



GIUSEPPE VERONESE� 
ED IL PROBLEMA DEL CONTINUO� 

GEOMETRICO� 

Carlo Felice Manara 

105 



•• 

GIUSEPPE VERONESE ED IL PROBLEMA DEL CONTINUO GEOMETRICO 

Prof.Carlo Felice Manara 
Relazione tenuta al Seminario Matematico e Fisico 
Milano - 10 giugno 1986 

Sunto - I P r o b I e _ J r ~ e u a r d a Il \ i i I C ~ D C e t 1: o di" c o Il \ ) D D ft t e o _ 

at:ttico" Ili SODO prets:entati alla Inda~iDe dei .at~.atici liDO 

dag-I i i ei 'Zi del I a Gea_el rl a razi allal Il. }':.IIRi banDO dato 100co 

l'lcercbe londa.eatilli eèl dilicussioai 4lPPilJòaio!l~te: Dei se_ 

c o l ~ XVI, X'II, .xVIII. parante il Secolo X.li: le vicellde rl 

guardanti fonda.eati de-Ila H3te.atica ed in PllIrtteol.are 

dell,a Geo.etTi" 1.1:\iraro'Oo di Il att~n~ì ODe dei r) cerca_ 

tori Bur del COfltì nuo. s; d e ve 6. ve r o n (lo' li ~ l • 

(:oatr\lziolle sistema teori i D c u j IJ i lnlrodlJcollO I D 

.odo ecplicito dei set_eD.ii infin.iti o inftl'ljteA;.i 

f!i uag'eado qui adi ad una Geo_etri a J)oD.-arcbi .edea. 

CoatTo questa V.il r i Il C r i t • 

favori il c:blari.enta dei c o o 

c e t t J I per.~ttl!ado 'Iaccertamento de.lla C()ereD2.1o ifllerna del 

JJiRt.e •• di Yeroaese. 

1 Non si è tanto lontani dal vero asserendo che il 
pro~lema filosofico e scientifico del continuo geometrico è 
forse uno dei più antichi che abbia attirato l'attenzione 
dell'uomo, e provocato la sua indagine e la sua riflessione-

Infatti si potrebbe dire che il primo teorema che l'uomo 
abbia dimostrato, e precisamente la proposizione che va sotto 
il nome di Teorema di PITAGORA, ha delle conseguenze che ri 
guardano la na·tura dell' ente comunemente chiamato "spazio 
geometrico". La nostra utilizzazione di questa espressione 
deve essere interpretata come una concessione alle abitudini 
correnti: abbiamo infatti presente ciò che G.PEANO scriveva a 
proposito dello "spazio geometrico", inteso come un ente ben 
determinato, il quale possiede una certa natura, che ne fonda 
le proprietà (1). 

Come è noto, una tra le conseguenze più importanti del 
teorema di Pitagora è l'accertamento della esistenza di cop_ 
pie di segmenti tra loro incommensurabili, rome il lato e la 
diagonale di uno stesso quadrato. E l'esistenza di coppie di 
segmenti incommens~rabili tra loro porta come conseguenza an 
che la impossibili tà di esistenza di un "atomo", di un ·'gra­
nello" di "spazio geometrir:o", 
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L'importanza ed il significato di queste conseguenze del 
teorema di Pitagora sono testimoniate anche dalle notizie 
(molto probabilmente leggendarie) sulle conseguenze della 
scoperta pitagorica. Non intendiamo qui prendere posizione 
sulla validità di queste notizie, ma pensiamo sia legittima 
l'opinione di chi vede in queste leggende la prova della im 
portanza che è stata attribuita dagli antichi alla proposi_ 
zione pitagorica. 

2 - Le conseguemnze del teorema di Pitagora non sono le 
sole prove dell'interesse che il problema del continuo geome_ 
trico ha suscitato presso la civiltà scientifica greca; a 
questo proposito limitiamo a ricordare qui i celebri parados_ 
si, che vengono richiamati con le espressioni ormai classi 
che: Paradosso di ACHILLE e della tartaruga, paradosso del 
moto. 

E' noto che le discussioni provocate da questi'e da al 
tri paradossi ebbero un carattere genericamente filosofico, e 
le argomentazioni avanzate dalle varie parti non fecero ap_ 
pello a ragioni strettamente geometriche; tuttavia non si può 
negare che tali discussioni riguardassero la natura dell'am 
bi ente spaziale in cui noi siamo immersi, e fossero originate 
dal tentativo di dare un fondamento razionale alle nostre 
sensazioni, e di fondare ogni nostra conoscenza su pochi 
prinpipi, superande le pure apparenze sensibili. 

In questo ordine di idee quindi le discussioni sui 
paradossi ricordati, e sugli altri che vi si riattaccano, 
possono essere considerate come una manifestazione di quella 
sete di conoscere che presso i Greci, fra tutti gli altri po~ 

oooooooooooooooooooo~oooooooooooooooooooooooooooooooooo 

( 1 ) Scrive G.Pe3DO (20bis): «la quasi t 11 t t , 1. r a t t a t i 

derlli 8; i btroduce per pr\.o il COlicetto di "spazi o", di ceado 

cbe es,;o sl dell Il' Bee. gti attrlbuiseoDo le pro'prtetà 

I e t e C e • t proprietà queste ~arilll~eti DOD deliJ1ite. Ri'e~efl(1o 

pertaDto II CODcetto di BPa2~ o lOllda.eotal e p,er I a GéoaetriaJ 

a f: 'Y i e D e che DOB 81 potrebbe ,crivere OD. trattato cti queltt.a 

sci eDza i Il ulla l i bl!!ua cbe per avveDtura .a.chi di tali paro_ 

le. 4.Dll1d1 Doa ai potrebbe scrivere d; Geo_ett"ia Dell 

d'Euclide di Arcllilbede. ove apPRllto I a parol a cOTri 

sPoDdeete al ter.i be ".pa2~ o", De) iD cai lo et QS3 .Dei 

.oderoi trattati.» 
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poli dell'antichità, raggiunse delle vette di altezza 
ammirevole; si veda a questo proposito ciò che ne scrive 
T.L.HEATH (2). 

3 - Lasciando le discussioni di carattere filosofico e 
ritornando alla considerazione dei problemi strettamente 
geometrici, vorremmo ricordare che, nell'ammirabile trattato 
degli ELEMENTI di EUCLIDE furono presto scoperti dei "nei"; e 
diversi tra questi riguardano dei problemi logici più o meno 
strettamente collegati con il continuo. 

Il primo di questi nei" può essere individuato 
addirittura nella proposizione 1 del I libro, laddove Euclide 
costruisce il triangolo equilatero di dato lato. 

Come è noto, tale costruzione viene fatta intersecando 
due circonferenze, che hanno ciascuna come raggio il lato 
assegnato e .che hanno i loro centri negli es~remi del 
segmento conslderato. 

Si giunse presto ad osservare che non è detto in alcun 
luogo del trattato euclideo che due circonferenze come quelle 
ora descritte debbano incontrarsi. E' chiaro infatti che, in 
un insieme di punti come quelli del "geopiano", il triangolo 
equilatero non può esistere; ma tale triangolo non esiste 
neppure nel piano cartesiano costituito dai punti che hanno 
entrambe le coordinate razionali, punti che tuttavia formano 
un insieme ovunque denso. 

0000000000000000000000000000000000000000000000000000 

( , ) scrive 't.L.B:e31\b. [9]: «.,. Il va,; the G~eeks wbo lirEt 

.:ad.e .albe.aticB scìelllce. ... IiilllIt o 'ili C e wrOle ..... titbl 

broke UPOD tbe flrst 

i s06cel es t r i a D. ~ I ~ (wheiher h i s 'l' h 3 l e Il vhai yoo 

wìll)"; sÌDce ",b i c b t il .e-, t b Cl Il k l5 t o "tbat vo:a4erfal lteDltle 

the Greelltll". aatbe_a1.jcs bas travelleèl "tb(! .afe ['oad or 

sci eace". Tbe Greeke I Il /act lald dDWD tb~ Il TBt prl 'ili c l pl ~ll: 

i b t b e: s'ti; i!I p e o t t h e f Il ci ~ • o B t r ab) ~ a:r i D • l!: pORtulatee lD be 

aSEumed, fr-;-,.ed the defluitiobS. 'i:re~ th. ter •• 1101 et.,. ilad 

lbvellted tbe .I!tbods ab IllIItlo; :a.rld thill: t.bel" Clid ..,i\:h&'lIcb 

l D t i c I • t h. '" h i C; b bave 61 rlce 

elapeed, t.here has be~1l ae.ed to reconsllCuct. stilI lesB to 

reject 38' uD8'ound, aDY esS'eatia) pa:rt 01 ltlelr c!Octrilll •. » 
• o • \ rlte-udi amo addeD.lrarci Do e l ] a il a.. il I i Bi de l I a Vòl.ta 

letteratura fi ~ oGori ca re] aoti Vill a i paradossi elea1ici 
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Pertanto potremmo dire che la proposizione euclidea che 
abbiamo citato si basa su una pretesa "evidenza" che ha il 
suo fondamento nelle esperienze, eseguite o immaginate, nelle 
costruzioni con il compasso o con strumenti equivalenti, ma 
che non ha fondamento rigorosamente razionale, almeno secondo 
le esigenze della nostra mentalità attuale. 

Pensiamo sìa interessante osservare che soltanto la 
maturazione critica relativamente recente ha messo in 
evidenza la necessità della analisi della reciproca posizione 
di due curve "continue" del piano, con un filone di ricerche 
topologiche che hanno la loro origine nella problematica del 
celebre teorema detto "di Jordan" (3). 

4 - Un secondo "neo" che fu rilevato nella 'trattazione 
euclidea (da G.SACCHERI, e R.SIMSON} é costituito dalla dimo 
strazione della proposizione 18 del libro IV degli ~LEME~TI~ 
laddove si dimostra la proprietà detta del "componendo" per 
le proporzioni tra grandezze. Invero è stato osservato che 
nella argomentazione euclidea si fa implicito riferimento al_ 
la grandezza quarta proporzionale dopo tre grandezze date; 
grandezza la cui esistenza non è stata né dimostrata nè 
postulata. 

Effettivamente si osserva che, quando si abbia a che fa 
re con segmenti, il quarto proporzionale dopo tre dati si co 
stru-isce fondandosi sul noto teorema detto "di Talete". Ma 
tale costruzione non può essere invocata quando si tratta di 
grandezza qualunque. Effettivamente la esistenza di una gran_ 
dezza cosiffatta può essere garantita soltanto con un postu_ 
lato di esistenza, che faccia appello ad una proprietà di 
continuità delle grandezze della classe considerata. E ì ten 
tativi fatti da G.SACCHERI [22J per cancellare il "neo" di 
Euclide, ed altri più recenti di cui si ha notizia (per esem_ 
pio il tentativo di DE MORGAN ricordato da T.L.Heath [8J} 
mettono vieppiù in evidenza la necessità ineliminabile di 
enunciare un postulato di continuità che colmi le lacune 
logiche tlelle argomentazioni. 

Abbiamo già detto dei probabili fondamenti intuitivi che 
giustificano la assenza di un postulato fondante la 
intersezione di due circonferenze. Rimanendo nel campo delle 
ipotesi, si potrebbe pensare che l'assenza di un postulato 

o o D a o o 00 D 00 000000000 o 000000000 00 00 o o o o 00 o o o 00 o a llo o GO 

CS) Per l'iilll.8liQI dI qv:ello ·ll~o" di E.cl~de e d~l'e propoat~ 

di re.tte <il corr.el'lerl0 1 ri .alldl a.o 311 J opera di T. L. UCilJI t b r 8]. 
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che asserisse puramente la esistenza di certi enti, senza 
darne la costruzione, sia giustificata dalla mentalità dei 
Greci, che tendevano ad accettare gli enti della Geometria 
soltanto nei casi in cui si potesse dare loro una costruzione 
effettiva. 

5 - Non intendiamo proseguire la discussione sulle ten 
denze fondamentali della Matematica greca, perchè intendiamo 
riprendere l'analisi del problema del continuo geometrico. 

Tale problema riemerse nella scienza durante il secolo 
XVI, con le opere di LUCA VALERIO, BONAVENTURA CAVALIERI, 
EVANGELISTA TORRICELLI, GALILEO GALILEI. L'epoca di cui stia_ 
mo parlando è infatti quella in cui ebbe origine, il "metodo 
degli indivisibili", e praticamente anche il calcolo infini 
tesimale moderno. 

E' immediato osservare che molta della problematica del 
calcolo infinitesimale, tanto all'epoca degli esordi che nel 
l'epoca più matura della revisione critica dei concetti e dei 
procedimenti, è strettamente collegata con il problema del 
continuo. Sarebbe infatti difficile ignorare e dimenticare 
l'impulso dato alla invenzione dei metodi del calcolo infini 
tesimale dall'insieme dei -problemi posti sul tappeto dalla 
Geometria analitica e dalla Meccanica razionale. 

Sarebbe impresa impossibile ricordare qui, anche somma 
riamente, le analisi, le discussioni, le polemiche anche 
roventi che ebbero luogo in quell'epoca di fervore creativo. 
Questi argomenti sono ormai oggetto della storia della scien 
za; ma le idee che hanno ispirato i grandi fondatori di que_ 
ste dottrine, le questioni logiche e filosofiche che stavano 
alla base delle ~nalisi e delle dispute non cessano di ispi_ 
rare gli studiosi di filosofia della scienza e di epistemolo_ 
gia, come è provato dalla comparsa recente di opere interes_ 
santi su questi argomenti, opere alle quali rimandiamo qui il 
matematico che voglia meditare anche solo un poco sui fonda_ 
menti della propria dottrina [7}. 

Comé è noto, uno degli argomenti che furono oggetti del 
le discussioni più appassionate è quello della natura del 
continuo, e soprattutto la questione se esso sia costituito 
da parti omogenee, da chiamarsi '·'indivisibili" o con altro 
nome. 

Come si vede, si tratta in certo modo ancora del proble_ 
ma della natura del continuo geometrico, della esistenza di 
suoi "elementi costitutivi", del rapporto di questi con il 
tutto da noi percepito come tale. 

no� 



Problema che, per esempio, nel caso della retta, viene 
posto domandando se i punti di questa siano oppure no della 
medesima specie del continuo unidimensionale costituito dalla 
retta stessa. 

La questione è stata dibattuta durante tutto il periodo 
che segna la nascita del calcolo infinitesimale: se ne 
trovano tracce ancora alla fine del secolo XVIII, per esempio 
nell'opera di R.BOSCOVICH, che ancora discute su questi temi, 
con argomenti presi dalla filosofia e addirittura dalla 
teologia [3]. 

Pensiamo che, tra le tante citazioni che si potrebbero 
fare, siano particolarmente illuminanti le seguenti di 
B.PASCAL. Il grande genio francese afferma: 

« non esiste geometra il quale non creda che lo 
spazio sia indefinitamente divisibile». 

E poco sotto aggiunge: 
« Si capisce perfettamente come sia falso <i] 

pensare> che, dividendo uno spazio, si possa giungere ad una 
<sua> parte indivisibile, cioè priva di estensione» [12]. 

Lo stesso Pascal aveva risolto da pari suo la questione 
sull'impiego pratico della teoria degli indivisibili nei 
problemi che noi oggi risolviamo con il calcolo degli 
integrali. Trattando del calcolo dell'area del semicerchio, 
eg] i- scri ve infatti: 

« tutto ciò che viene dimostrato con le vere regole 
degli indivisibili potrà essere dimostrato anche 
rigorosamente a modo degli antichi; e quindi uno dei metodi 
differisce dall'altro soltanto nel modo di parlare. Il che 
non può urtare le persone ragionevoli, una volta che siano 
state avvertite del significato dei discorsi. Pertanto io non 
esiterò nel seguito ad utilizzare il linguaggio degli 
indivisibili, dicendo: "la somma delle linee "; perchè 
con queste espressioni io intendo semplicemente indicare la 
somma di un numero indefinito di rettangoli costituiti dalle 
ordinate' e da una piccola parte di diametro, somma che è 
quindi una superficie, la quale differisce dal semicerchio di 
una quantità più piccola di ogni altra quantità data ... » 
[ 13] . 

Come si vede, Pascal aveVa ben chiare le idee che hanno 
portato in seguito alla teoria dell'integrale di Mengoli­
Cauchy-Riemann. 

6 - Abbiamo fatto alcuni brevi e sommari richiami storici 
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per ribadire la nostra idea che il problema del continuo, ed 
in particolare del continuo geometrico, è stato dibattuto du_ 
rante tutto lo sviluppo del pensiero matematico. Si potrebbe 
dire che tale problema sia stato avviato a soluzione soltanto 
nel secolo XIX, con la introduzione rigorosa del concetto di 
limite, e con la costruzione ineccepibile del campo dei nume_ 
ri reali. 

Ricordiamo in particolare che l'epoca a cavallo tra la 
seconda metà dello scorso secolo ed i primi decenni del no 
stro ha visto il fiorire degli studi sui fondamenti della 
Geometria; tali studi hanno portato quasi necessariamente al_ 
la formulazione rigorosa della proprietà di continuità della 
retta, dalla quale poi si può partire per costruire ·il con 
cetto di continuità degli altri enti della Geometria. 

Come è noto, sono state enumerate varie formulazioni di 
questa fondamentale proprietà della retta, ed in generale 
delle figure geometriche; formulazioni che riflettono i vari 
atteggiamenti dei matematici nei riguardi di questo problema, 
e le diverse sistemazioni teoriche nelle quali tali enunciati 
erano inseriti. 

~on ci interessa qui riportare le varie forme sotto )e 
quali la continuità è stata presentata dai diversi Autori; ci 
limitiamo a ricordare tra questi R.DEDEKIND, K,WEJERSTRASS, 
G.CANTOR, G,PEANO. Ricordiamo anche la proposizione di D.HIL_ 
BERT, che viene chiamata talvolta "Postulato di integrità" e 
che; nel sistema di questo Autore, svolge il ruolo tenuto dal 
postulato di continuità nelle altre sistemazioni teoriche dei 
principi della Geometria. 

7 - Le formulazioni della proprietà di continuità della 
retta che abbiamo richiamato poco fa sono collegate, in modo 
più o meno stretto - come vedremo - con un'altra proposizione 
molto nota della Geometria elementare, la cui formul~zione 

esplicita viene abitualmente attribuita ad ARCHIMEDE, nono 
stante il fatto che una proprietà analoga si trovi già adoro 
brata i~ Euclide (4). 

000000000000 o o o o o o 000 D D o o o o 0000000 o o o o 00 o o o 00 D o o o (I o o 

( .. ) 1. 3 proposi zj ODe eDDDci ata 'da Arebi.e-de flella prelazioD.~ 

alla ·quadr' .... ura deJla p.a'fabola"l da Arcb.iftlede stesso at 

tribulta ad. EndoSSO I si trOVa adOllbTOiI'ta Deglj ELEMENTI di E" 

cl,de, ìD partleo'are lleLle prOflOsio%iOOi dei libri V,X,t"lf. 

Rr.a1)di ... o a questa proposito all'opera di T.t.Beat\! (8). 
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Tale proposizione potrebbe essere formulata dicendo che, dati 
che siano due segmenti, a e b, se il primo è minore del 
secondo, esiste un numero naturale n tale che il multiplo 
secondo n del segmento a è maggiore del segmento b. 

E' noto che la proposizione ora ricordata può essere di_ 
mostrata quando si dia una formulazione della continuità del_ 
la retta secondo Dedekind o Weierstrass; essa invece deve es_ 
sere esplicitamente postulata quando si dia una formulazione 
della continuità della retta secondo G.Cantor. 

La necessità di questa esplicita p08ulazione della pro_ 
posizione di Archimede fa comprendere abbastanza chiaramente 
il fatto che possono esistere dei sistemi geometrici, perfet_ 
tamente coerenti, nei quali tuttavia la proposizione non è 
assunta come valida; in altre parole fa intuire là possibili_ 
tà di costruire delle Geometrie non-archimedee. 

Questa possibilità, che oggi a noi appare del tutto ov 
via, dopo una evoluzione critica di quasi un secolo, e dopo 
le costruzioni teoriche di a.Veronese e di D.Hilbert ed 
altri, non appariva tuttavia cosj ovvia agli occhi di matema_ 
tici anche grandi, quali G.Peano e a.Cantor, come si vedrà 
dalla analisi della polemica che intercorse tra questi e 
G.Veronese negli anni che seguirono il 189]. 

E' questa la data in cui comparve l'opera di Veronese 
dedicata ai fondamenti della Geometria (24). 

- Prima di iniziare la presentazione della polemica a cui 
accennavamo, vorremmo riportare il giudizio che P.BENEDETTI 
dà di quest'opera di G.Veronese (2); giudizio che noi 
condividiamo, e che servirà, almeno in parte, a spiegare la 
posizione di Peano nei riguardi del pensiero del geometra di 
Padova. 

<c ... nei suoi <di G.Veronese> "Fondamenti" - scriveva 
Benedetti (opera poderosa, larghissima di informazioni, 
vivacemente polemica, ma alqualinto difficile a penetrare e 
non priva di nebulosità e di indeterminatezze, che in ogni 
modo h~ avuto il grande merito di eccitare, in Italia, ]0 

zelo di molti ammiratori e divulgatori, dando impulso agli 
studi sui principi della Geometria) si trova esposta, per la 
prima volta, una trattazione per via sintetica della 
Geometria degli spazi lineari ad n dimensioni, indipendente 
dal postulato di Archimede e con un sistema di assiomi 
valevole per le tre Geometrie: ellittica, parabolica ed 
iperbolica.» 
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8 - Come abbiamo visto, Benedetti asserisce che l'opera 
di Veronese è « •.• non priva di nebulosità e di indetermi 
natezze> >. 

Sono forse questi caratteri che hanno mosso O.Peano a 
fare del volume di Veronese una recensione nettamente negati 
va, recensione che, dopo una serie di giudizi pesanti su sin_ 
goli punti, si concludeva con la seguente stroncatura: 

«E si potrebbe lungamente continuare l'enumerazione de_ 
gli assurdi che l'A. ha accatastato. Ma questi errori, la 
mancanza di precisione e rigore di tutto il libro, tolgono ad 
esso ogni valore» [20]. 

Abbiamo già avuto occasione di trattare, in altra sede 
[Il), la parte della polemica tra Peano e Veronese che ri 
guardava la costruzione del concetto di "iperspazio"; ed in 
quella occasione abbiamo avanzato l'ipotesi che la v~ra mate_ 
ria del contendere, che divideva profondamente i due ma tema 
tici, fosse il conoetto di rigore matematico. Su questo con_ 
oetto Peano aveva delle convinzioni ben preoise, e le aveva 
già manifestate in una picoola polemioa ohe aveva avuto con 
C.SEGRE, in occasione di un articolo che questo geometra ave_ 
Va scritto sulla-"Rivista di Matematica, fondata e diretta da 
Peano (18). E del resto ricordiamo che questi, all'epoca che 
stiamo considerando, aveva già scritto tre delle opere che 
gli conquistarono la fama: e precisamente l'opera sui fonda_ 
menti dell'Aritmetica [15). quella sulla definizione di su 
perficie curva [16J e la Nota in cui costruiva la celebre 
"curva" che riempie tutto un quadrato, che ancora oggi viene 
ohiamata "curva di Peano" [I7J. 

Rioordiamo inoltre che Peano già si era oocupato di Geo_ 
metria, e stava elaborando i suoi lavori sulla Logioa; vale 
la pena di ricordare ohe uno dei primi esempi, se non addi_ 
rittura il primo in assoluto, di applicazione di notazioni 
logiche, si incontra appunto nel voI umetto sul "Calcolo geo_ 
metrioo", che Peano scrisse nel 1888 [14J. 

Nel.caso che stiamo considerando, Peano critioò in modo 
particolare la costruzione che Veronese fa di una retta non­
archimedea, costruzione ohe si fonda sulla introduzione di 
segmenti attualmente infinitesimi od infiniti (23). 

Come già abbiamo visto nei giudizi di P.Benedetti, su 
questa costruzione Veronese basa anche la sua introduzione 
delle varie specie di Geometria, tanto la euclidea abituale 
che le non euclidee. 

Appare quindi abbastanza naturale che Peano considerasse 
tutta l'opera di Veronese come priva di fondamento, anche 
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perchè si basa appunto sulla possibilità di trattare segmenti 
attuali infiniti ed infinitesimi, possibilità che Peano cre_ 
deva di aver definitivamente refutato e demolito [19]. 

Lo stesso Peano non tenne alcun conto delle varie 
risposte di Veronese alle sue critiche, ed in particolare 
alle argomentazioni con cui Veronese si sforzava di mostr~re 

che Peano e Cantar pensavano di poter refutare la esistenza 
di segmenti infinitesimi in atto perchè partivano da una 
concezione del continuo che implicitamente già lo considerava 
archimedeo (25). 

La polemica si avviò al suo termine quando T.LEVI-CIVITA 
costruì un campo non archimedeo di numeri che egli chiamò 
"numeri monosemii" [10). In particolare i numeri monosemii di 
Levi-Civita permettono di formalizzare analiticament~ le idee 
che Veronese aveva esposto da parte sua in forma prevalente_ 
mente geometrica, dimostrando cosi implicitamente ch~ il la 
voro di Veronese non contiene contraddizioni, almeno in 
questa sua parte: infatti la costruzione di Levi-Civita si 
basa sulle proprietà del campo reale. Si verifica quindi una 
situazione analoga a quella che si era presentata quando 
E.BELTRAMI costrui un modello di Geometria non euclidea ser 
vendosi di enti della Geometria euclidea [11. Pertanto, nella 
situazione che così veniva creata, la ipotesi della coerenza 
interna della Geometria euclidea permetteva di garantire la 
coer€nza anche delle altre geometrie. 

Lo spazio che ci è concesso qui non ci permette di 
presentare la costruzione teorica di Veronese in tutti i suoi 
particolari. Ci dobbiamo quindi limitare a riprodurre la 
sintetica presentazione che ne diede F. Enriques [4). 

Scrive questo illustre geometra: «La differenza tra il 
concetto di cont~nuiti che si incontra nei lavori di Cantar e 
Dedekind e quello che si ha presso Veronese potrebbe essere 
presentata nel modo se~uente: 

si dividano tutti i punti di un segmento OM in due clas 
si disgiunte in modo che O appartenga alla prima, M alla se 
conda, o~ni punto del segmento appartenga ad una delle due 
classi ed infine ogni punto della prima classe si trovi al 
l'interno del segmento che congiunge O con un punto qualunque 
della sewconda 

si indichino con M'ed M" le due class-i; allora si 
possono presentare i seguenti quattro casi: 
1) M' ha un ultimo punto A' ed M" ha un primo punto A" (si ha 
al lora un "salto"); 
2) M' ha un ultimo punto ed M" non ha alcun primo punto; 
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3) M' non ha un ultimo punto ed M" ha un primo punto;� 
4) né M' ha un ultimo punto né M" ha un primo punto (si ha� 
allora una "lacuna").� 

La concezione di continuità formalizzata da Dedekind 
esclude che esistano salti oppure lacune. La concezìone di 
Veronese esclude i salti ma non esclude le lacune, sotto 
certe condizioni.» 

Ricordiamo che la possibilità di costruire una Geometrie 
non-archimedea coerente fu poi ulteriormente confermata dalle 
opere successive di altri matematici, tra i quali D.Hilbert, 
di cui abbiamo già detto. 

9 - Una trentina d'anni dopo la polemica ,che abbiamo 
riportato incontriamo presso E.W.HOBSOl' un giudizio 
equilibrato sull'argomento, giudizio che pensiamo di poter 
condividere: 

«La retta della Geometria - scrive Hobson - è un ente 
ideale, le cui proprietà possono essere <liberamente> postll_ 
late, purché esse soddisfino alle due condizioni ge~uenti: 1) 
che esse costituiscano un sistema consistente, cioè esente da 
contraddizioni <interne>; 2) che l'o~getto cosi definito sia 
tale da non contraddire i dati empirici, che ci impongono per 
la retta l'assetto rettilineo e l'ordinamento lineare . 

. Non vi sono obiezioni a priori contro la esistenza di 
due o più sistemi concettuali cosiffatti, ognuno coerente in 
se, anche se contradditorio con gli altri; ma per l'impiego 
attuale sarà conveniniente scegliere il più semplice tra tali 
sistemi. 

Anche ammettendo che si possa costruire una teoria non­
archimedea della' retta, tuttavia occorre preferire il sistema 
più semmplice, nel quale si accetta la validità della propo_ 
sizione di Archimede, perché tale sistema offre una immagine 
più semplice della retta, quale esiste in natura, ed è ade 
guato ai fini per i quali esso fu escogitato. 

Il caso delle Geometrie non-euclidee & un esempio di 
esistenza di teorie geomet.riche di verse l e IlnE> dal le al tre, 
ma che tuttavia offrono tutte delle rappresentazioni suffi 
cienti dei concE>tti spaziali offerti dalla .isica.» 

In altre parole, pensiamo che si possa dire che, come 
non esistono "in rerum natura". il punt.o , la ret.ta, i l piano 
e gli altri enti della Geometria, come dei dati dei quali 
possiamo soltanto indagare le proprietà, ma invece tali con 
cetti sono costruiti dalla nostra mente, a partire 
dall'insieme delle nostre sensazioni, rielaborate ed extrBpo_ 
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late dalla fantasia, cosi non s~ dà "il contintlO" come un da 
to obiettivo, esistente fuori di noi. Anche questo concetto 
viene da noi costruito sui dati della esperienza empirica, 
rielaborati ed extrapolati dalla fantasia. Ma questi dati 
empirici non ci possono imporre una data teoria del continuo, 
così come le esperienze elementari sui corpi che ci circonda 
no non possono essere considerate come discriminanti tr; 
l'una e l'altra delle varie Geometrie che si possono ~egitti_ 

mamente costruire per descrivere le nostre esperienze, oppor 
tunamente idealizzate. ­

A conclusione di questa rassegna, necessariamente 
sommaria, sulla polemica riguardante le idee di C.Veronese, 
vorremmo compiacerci per il fatto che è in atto una 
rivalutazione dell'opera del geometra italiano. Vi è infatti 
chi riconosce esplicitamente nei lavori di Veronese e Levi­
Civita i germi di quella che viene oggi presentata come 
"Analisi non standard". Di più, vi è chi rioonosce l'altezza 
dell~ingelno di Veronese e la fecondità delle sue idee, pur 
ammettendo la scarsa chiarezza del suo modo di esprimersi. 

Scrive per esempio G.REEB [21]: 
«Alla fine del secolo, due brillanti matematici parti_ 

rono.verso le regioni inesplorate dell'infinito per conqui_ 
stare nuove province alla Matematica. Le loro strade si sepa_ 
rarono ben presto: Cantor, 'l'astronauta, lasciò il campo gra 
vitazionale del calcolo abituale per slanciarsi verso il pia= 
neta sconosciuto del transfinito. Veronese, l'esploratore, 
restò sulla Terra, per dirigersi verso i paesi transarchime 
dei, che egli indovinava al di là dell'orizzonte.» 

Si suoI dire che la Storia è maestra della vita, anche 
se qualche' saggio aggiunge che si tratta di una maestra che ­
con i termini di un capo d'istituto - dovrebbe essere giudi 
cat.a "di scarsa efficacia didattica". 

Se qualche lezione si può trarre dalla polemica di cui 
abbiamo detto, essa potrebbe essere enunciata dicendo che è 
ben poco prudente pensare di possedere tutta la verità, Ma il 
passare del tempo spesso (non sempre purtroppo) apporta una 
visione più serena, e permette di riconoscere quei valori 
dell'intelligenza e dello spirito che la passione aveva vela 
to, 
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SU!'1MARY.- The Author illustrates the Veronese's contributions 
to the XIX Century ~iscussion on the Problem of Geometrie 
Continuum. 
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