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La simmetria

1. Nell'accingerei a trattare del soggetto della simmetria, con-
viene ricordare che questa parola ha un senso che spesso è conside-
rato estremamente generico, perchè viene usata nei campi più dispa-
rati: l'arte (in particolare le arti figurative, ma anche l'Architettura),
la scienza ed il linguaggio. comune fanno spesso uso di questo termi-
ne; ci piace pensare che questa pluralità di usi possa bensì essere tal-
volta causa di confusione concettuale, ma abbia una ragione nella
estrema generalità del concetto e nella fecondità delle sue applicazio-
ni, Noi tratteremo qui soltanto di una parte delle applicazioni del
concetto di simmetria alla Matematica in generale ed alla Geometria in
particolare; per es. trascureremo qui di trattare della applicazione che
del concetto di simmetria viene fatta alla stessa definizione dei con-
cetti geometrici, sulla scorta di una opera di BACHMAN (I) che è di-
ventata già classica, nonostante l'epoca relativamente recente in cui
è comparsa. In questa opera, come è noto, il punto del piano viene
definito in base alla circostanza che esso è centro di simmetria per il
piano stesso, cioè in base ad una ben determinata trasformazione in-
volutoria che muta il piano in sè e che è strettamente collegata con
il punto; la retta viene definita in base alla circostanza che essa può
essere considerata come asse di una simmetria speculare che muta il
piano in se stesso, cioè è strettamente collegata con una seconda tra-
sformazione involutoria del piano; quindi i rapporti tra punti e rette,
tra punti fra loro o tra rette fra loro, vengono considerati dal punto
di vista delle relazioni delle operazioni cui questi elementi geometrici
sono collegati; viene quindi ottenuta una trattazione algebrica per
così dire «diretta» degli enti geometrici, la quale realizza in certo
senso un ideale di perfezione che è un progresso rispetto al formali-

(l) F. BACHMANN, Aujbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegrii],
Berlin, 1959,
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smo cartesiano del metodo delle coordinate. Non vogliamo proseguire
ulteriormente in questa esposizione, che meriterebbe ben di più del
semplice ricordo di sfuggita che ne abbiamo fatto qui.

Ritornando ad una trattazione che è più generica e che riguarda
un campo più ampio, nei paragrafi che seguono daremo un breve cen-
no che riguarda la possibile definizione della simmetria, o meglio una
possibile precisazione che può essere fatta di questo concetto, e trar-
remo le conseguenze che da questa presentazione derivano, con le
relative applicazioni alla Matematica pura ed applicata. Ci sembra
che questa nostra fatica non sia inutile, perchè, date le applicazioni
sempre maggiori che dei concetti algebrici vengono fatte nell'insegna-
mento medio, può essere utile all'insegnante avere a disposizione un
insieme di esempi sui quali appoggiare il discorso, oltre a qualche
considerazione che lo aiuti a collegare tra loro degli argomenti che a
prima vista possono essere considerati in certo modo disparati.

2. Come abbiamo già detto, il vocabolo «simmetria» è usato
nei contesti più vari e con significati a volte disparati tra loro; il primo
scopo sarà dunque quello di cercare di precisare in qualche modo il
vocabolo, in modo da circoscrivere le sue applicazioni nei campi che
vogliamo trattare, e precisamente quelli della Geometria in primo luo-
go, senza tuttavia precluderei degli accenni all' Algebra, alla Mecca-
nica ed alla Fisica.

Uno dei modi che appare opportuno per circoscrivere il signi-
ficato del vocabolo potrebbe essere il seguente:

« Si consideri un insieme ~ ed un gruppo G di trasformazioni
« di ogni elemento di ~ su se stesso; un elemento di ~ si può consi-
« derare dotato di particolari qualità di simmetria se è mutato di sè
« dalle trasformazioni di un gruppo più ampio di G ».

Come si vede, la precisazione che abbiamo data sopra è ispirata
in qualche modo alle applicazioni geometriche del concetto di simme-
tria, ma potrebbe essere estesa anche ad altri campi, diversi da quello
della Geometria. Si pensi per es. come insieme ~ quello di tutti i
triangoli di un piano; ovviamente se consideriamo la Geometria del
piano rispetto al gruppo metrico, e quindi consideriamo il piano come
un piano euclideo, un triangolo dell'insieme ammette come gruppo G
di trasformazioni su se stesso quello formato almeno dall'identità;
vi sono effettivamente dei triangoli per i quali il gruppo G è formato
soltanto dall'identità. Tuttavia si suole considerare il triangolo iso-
scele come dotato di una particolare simmetria perchè esso ammette
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anche una trasformazione involutoria Ce precisamente la simmetria
assiale rispetto alla mediana relativa al lato che viene abitualmente
chiamato « base »): ed il triangolo equilatero viene abitualmente con-
siderato come dotato di una simmetria maggiore ancora di quella del
triangolo semplicemente isoscele, perchè esso ammette addirittura un
gruppo di sei movimenti, isomorfo come è noto al gruppo totale delle
sostituzioni di tre elementi, che lo trasforma in sè.

Non stiamo qui ad analizzare le possibili relazioni che intercedo-
no tra l'esistenza di questi gruppi che abbiamo nominati e l'uso che
viene fatto, in arte, di figure dotate di particolari simmetrie ai fini
della decorazione; ci basti avere accennato a questo fatto, per la
trattazione del quale rimandiamo ai libri che si occupano dell'argo-
mento e).

In altro campo, si pensi ad una funzione razionale intera di n
variabili

(1) Z=fCXi, X2, ... , xl1);

come è noto esistono delle funzioni del tipo della Cl) tali che i valori
da esse assunti sono in numero di nl , tanti quante sono le sostituzioni
che si possono eseguire sulle n variabili della funzione. Inoltre il
gruppo S di tutte le sostituzioni che vengono operate sulle variabili
è isomorfo a quello delle sostituzioni che vengono di conseguenza
operate sui valori della funzione z.

In altre parole si potrebbe dire che, considerato come insieme ~
quello delle funzioni razionali intere di n variabili, esistono delle fun-
zioni di ~ tali che il loro valore viene lasciato invariato soltanto dalla
identità del gruppo delle sostituzioni sulle n variabili indipendenti.
In questo ordine di idee, appare naturale considerare come dotate di
una maggiore « simmetria» quelle funzioni aventi valori tali che ven-
gono lasciati invariati da un gruppo di sostituzioni delle variabili il
quale è più ampio del gruppo costituito dalla sola identità ed è ovvia-
mente un sottogruppo del gruppo totale.

In particolare, come è noto, nell' Algebra classica vengono chia-
temate «funzioni simmetriche» quelle che rimangono invariate per
tutte le sostituzioni del gruppo totale. Sono noti i legami tra la teoria
dei gruppi e la teoria delle equazioni, legami che appunto mettono

(2) Si veda per es. il trattato di A. SPEISER, Gruppentheorie, oppure il
libro stimolante di H. WEYL, La simmetria, (tradotto in italiano da Giliola
Lopez, Milano 1962).
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in luce quei rapporti tra campi disparati di cui abbiamo parlato
poco fa.

Questa visione del concetto di « simmetria» può guidare anche
alla comprensione dell'interesse che è stato dedicato in varie epoche
della ricerca matematica ai cosiddetti «punti notevoli» del triango-
lo. A ben guardare, la definizione più generale di « punto notevole»
può essere data appunto a partire dal concetto di « funzione simme-
trica »: invero ognuno dei « punti notevoli» che vengono così chia-
mati nelle trattazioni elementari classiche ammette una definizione a
partire dagli elementi del triangolo, tale che ne fa una particolare fun-
zione simmetrica di questi, nel senso che un «punto notevole» ri-
mane invariato quando si operi sugli elementi del triangolo una qua-
lunque permutazione del gruppo totale.

Le considerazioni che abbiamo esposte sono estendibili anche alla
Fisica, oltre che alla Matematica. A questo proposito ricordiamo qui
il classico «principio di simmetria», che riguarda la Fisica classica
e che è stato enunciato da P. CURIE C).

Egli dice che la simmetria caratteristica di un fenomeno fisico
è la massima compatibile con l'esistenza del fenomeno stesso. Per-
tanto un fenomeno può sussistere soltanto in un ambiente che abbia
la simmetria caratteristica del fenomeno oppure quella di un suo
sottogruppo.

In altre parole certi elementi di simmetria possono coesistere con
un fenomeno, ma non sono necessari: ciò che è necessario è che man-
chino certi elementi di simmetria; in forma suggestiva, per quanto non
pienamente rigorosa, si potrebbe dire che è la dissimmetria che crea
i fenomeni.

Qui, ovviamente, il concetto di « simmetria» si riferisce non sol-
tanto alla simmetria puramente geometrica, ma anche alla simmetria
fisica: occorre cioè che lo spazio fisico (materia, forze, ecc.) sia sim-
metrico, cioè mutato in sè da un gruppo che è più ampio del gruppo
costituito dalla sola identità.

Queste considerazioni di P. CURIE hanno una portata filosofica
profonda, perchè si riallacciano sostanzialmente al «principio di ra-
gion sufficiente» mediante il quale può essere inquadrata la nostra
conoscenza del mondo che ci circonda; esse possono condurre all'enun-
ciato classico, che fa distinzione tra « cause» ed « effetti» e quindi si

(3) P. CURIE, Sur la Symétrie dans les phénomènes physiques, [ournal
de Phisique 33 (1894) 341. Cfr. anche Oeuvres de P. CURIE, p. 118.



La simmetria 5

riferisce alla concezione classica intuitiva che cerca la « spiegazione»
di un fenomeno attraverso il principio di causalità:

« Tutte le simmetrie che mancano in un effetto devono mancare
« anche nella causa» (4).

Si ottiene così una condizione necessaria per l'esistenza di una
spiegazione dei fenomeni fisici che è analoga al controllo dimensiona-
le delle misure delle grandezze fisiche e permette di scartare a priori
le « cause» che non soddisfano alle condizioni enunciate.

Abbiamo voluto esporre queste considerazioni della Fisica clas-
sica, che riannodano le ricerche di questa a certi concetti algebrici
come quello dei gruppi di trasformazioni, per far vedere quanto della
Matematica moderna, o almeno dei suoi concetti fondamentali passi
necessariamente nella conoscenza che abbiamo del mondo esterno.
Sarebbe troppo lungo, per quanto molto interessante, far vedere come
l'Algebra domini la Fisica più moderna e come certi concetti gruppa-
li, e di simmetria in particolare, servano a stabilire dei principi fon-
damentali della Fisica delle particelle e servano anche a dirigere gli
esperimenti alla scoperta degli elementi fondamentali della materia.

3. Le considerazioni che abbiamo premesso, e che ci hanno por-
tato a considerare vari aspetti e significati del concetto di « simme-
tria », possono anche chiarire il significato e l'importanza di alcune
trattazioni della Geometria analitica classica. A titolo di esempio si
pensi al problema delle cosiddette « forme canoniche » delle equazio-
ni dei luoghi di punti dello spazio o del piano.

Per mettere il problema nella forma in cui l'abbiamo visto pri-
ma, consideriamo per es. una curva K e, come insieme, l'insieme dei
riferimenti possibili del piano. Ovviamente potremo trovare una forma
canonica della equazione della curva quando avremo trovato nell'in-
sieme un riferimento particolare, tale che esista un gruppo G di tra-
sformazioni che muta in sè tanto la curva K che il riferimento.

Per es. se K è una conica nel piano proiettivo, la scelta del rife-
rimento proiettivo avente i vertici che formano un triangolo autopola-
re conduce a scrivere la equazione di K in coordinate proiettive omo-
genee Xl , X2 , X3 nella forma

(1)

. (4) Cfr. H. OLLlVlER, Cours de Physique générale, Paris 1927, Tome 1er

(3a edizione).
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e quindi a mettere in evidenza il gruppo delle trasformazioni che
mutano in sè la curva K ed il riferimento: precisamente, indicate con
0") , 0"2 , 0"3 le trasformazioni del gruppo, esse sono date da:

{", PXI= -X), PX2=X2, PX3=X3

(2) 0"2 : px)=x) , PX2= -X2, PX3=X3

0"3 : pX)=X) , PX2=X2, PX3= -X3.

Le tre operazioni 0") , 0"2 , 0"3 , insieme con la trasformazione identica,
formano, come è noto, un gruppo a quattro elementi che viene chia-
mato «gruppo trirettangolo », e che è isomorfo al gruppo delle tre
simmetrie dello spazio rispetto a tre assi concorrenti e mutuamente
ortogonali.

Ovviamente, quando si vogliano conseguire degli altri scopi,
appare opportuno scegliere un diverso riferimento nell'insieme ~, in
modo che siano messe in evidenza, in modo migliore, altre operazioni;
tale per es. è il caso della conica J( scritta nella forma canonica

(3)

Analogamente ci si comporta quando per curva K si consideri
una cubica piana. È possibile per es. scegliere la forma canonica ben
nota

(4)

essendo P3 un polinomio omogeneo di terzo grado nelle variabili XI

ed X3. I

Come è noto, nella forma canonica (4) per la equazione della cubica
si ha un flesso nel punto di coordinate omogenee (0, 1, O), avendo si
ivi come tangente di flesso la retta di equazione X3= O. Nella forma
canonica (4) viene messa in evidenza la esistenza di un'omologia armo-
nica avente il centro nel flesso e trasformante in sè la cubica K. Tale
omologia armonica ha ovviamente l'equazione

(5)

Quando si vogliano mettere in particolare evidenza tutte le tra-
sformazioni che mutano in sè la cubica J( si può porre, come è noto,
l'equazione della K stessa nella forma

(6)
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Si vede allora che il gruppo delle omografie piane che mutano in sè
la K è dato da (almeno) 18 trasformazioni proiettive, gruppo che può
diventare più ampio quando il parametro À che compare nella (6)
abbia particolari valori.

In questi casi, come si è visto, il concetto di simmetria geome-
trica viene elegantemente collegato a quello di simmetria nel senso
che abbiamo investigato in precedenza con riferimento alle funzioni
simmetriche razionali di più variabili.

Il legame appare più stretto quando si pensi che il procedimento
logico seguito fin qui può essere invertito: invero abbiamo finora con-
siderato le forme canoniche delle equazioni di certe curve (coniche e
cubiche piane) come conseguenti alle proprietà di simmetria, suppo-
ste note, delle curve stesse; viceversa è noto che è possibile porsi il
problema di ricercare la forma canonica della equazione che sia la
più « semplice» possibile e di qui dedurre la esistenza di certe tra-
sformazioni della curva in sè. Abbiamo messo tra virgolette l'agget-
tivo « semplice» riferito alla forma analitica della equazione di una
curva perchè ovviamente non esistono dei criteri assoluti e general-
mente validi per giudicare di una «semplicità» cosiffatta: si tratta
di una questione di carattere soggettivo e di un giudizio che coinvolge
tanto gli scopi che si hanno in mente che la formazione culturale e
l'esperienza del ricercatore.

Rimane tuttavia un atteggiamento comune, che è quello del ricer-
care la « simmetria» tanto nei calcoli che nelle formule, in modo che
la particolare « eleganza», appellante si ad un senso generico di este-
tica matematica, richiami l'esistenza di un certo gruppo di trasforma-
zioni che muta in sè la figura. E qui abbiamo messo tra virgolette
il termine « eleganza» perchè a proposito di essa si possono fare le
considerazioni analoghe a quelle che sono state fatte prima a propo-
sito della « semplicità ».

4. Non vogliamo lasciare cadere il discorso, che abbiamo ini-
ziato nel precedente §, senza fare qualche cenno al valore formativo
che possono avere considerazioni del genere di quelle che abbiamo
svolte per la educazione matematica dei giovani. È noto invero che,
nella maggior parte dei casi, l'insieme dei metodi della Geometria
analitica, insegnato ai giovani nei corsi universitari o anche nelle
classi delle scuole medie superiori, consegna loro un armamentario di

. formule e di metodi che molto spesso li fa inciampare invece di aiu-
tarli nella soluzione: le formule vengono applicate senza precauzioni,
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e la prevalenza del simbolo analitico sulla «cosa» simbolizzata fa
sì che la soluzione, quando arriva, sia mascherata, non sia vista,
oppure si giunga addirittura ad una pseudosoluzione. Per es. quando
la « cosa» da simbolizzare sia un problema di Geometria, i metodi
della Geometria analitica portano a trasformare tale problema in uno
di Algebra o di Analisi matematica; i metodi di queste dottrine por-
tano poi alla soluzione del problema di Algebra oppure di Analisi,
ma la rispondenza delle soluzioni ottenute con il « contenuto» geo-
metrico va verificata con una analisi del procedimento, la quale viene
di solito chiamata « discussione» e rappresenta spesso per molti gio-
vani la parte più difficile del lavoro. Notiamo tuttavia che troppo
spesso i giovani trascurano la opportunità di fare dei controlli sui
procedimenti analitici, oppure si gettano nei calcoli dando ad essi
quella che essi considerano la « massima generalità» e che invece si
riduce ad essere la massima complicazione.

Le ragioni di questo comportamento, che spesso conduce fuori
strada oppure a risultati analitici non « leggibili» in termini geome-
trici, sta spesso nella mancata osservazione delle simmetrie che sono
possedute dai dati del problema geometrico e che devono ovviamen-
te sussistere anche nei risultati. Queste simmetrie dovrebbero guidare
nella scelta del riferimento (di volta in volta proiettivo, affine oppure
metrico carte siano) in modo che le simmetrie dei dati e dei risultati
siano messe in evidenza attraverso la particolare semplicità delle for-
mule e l'esistenza, facilmente controllabile, di simmetrie nelle fun-
zioni che compaiono nello sviluppo dei calcoli.

A questo proposito si potrebbe forse enunciare un principio, che
è analogo a quello enunciato da P. CURIE, ponendo i dati del proble-
ma al posto della « causa» e i risultati del problema al posto degli
« effetti». Si otterrà quindi un enunciato che se non ha la validità
generale che possiede quello di P. CURIE per la fisica classica può
essere tuttavia molto utile nella trattazione e nella soluzione dei pro-
blemi geometrici, e di grande aiuto nella discussione.

Si potrebbe quindi dire che « Ogni dissimmetria che si ritrova
nei risultati deve essere anche nei dati» ovvero in modo equiva-
lente « Ogni simmetria che sussiste nei dati deve potersi riscontrare
anche nei risultati» di un problema geometrico.

Pertanto la tecnica con la quale dovrebbe essere scelto il siste-
ma di riferimento per la trattazione di un problema di Geometria
e l'accortezza con la quale dovrebbero essere condotti i calcoli che
portano alla soluzione del problema analitico che traduce il proble-
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ma geometrico dovrebbero essere ispirate dalla costante preoccupa-
zione che siano messe in evidenza con la maggior semplicità possi-
bile le simmetrie che valgono per i dati del problema.

In questo campo ovviamente non si possono dare delle regole
generali, perchè dovrebbe essere l'esperienza, il gusto e l'intuizione
dell'operatore a guidare il procedimento; tuttavia non è forse molto
lontano dal giusto il dire che gli sforzi degli insegnanti di Matema-
tica dovrebbero essere rivolti, insieme all'insegnamento delle conven-
zioni della Geometria analitica e delle tecniche di calcolo, anche a
far acquisire ai discenti questa esperienza e questo gusto di cui si
parlava poco fa.

Per fissare il discorso ed a titolo di esempio, ricordiamo qui le
trattazioni che vengono date classicamente di certi problemi, e che
seguono le regole che abbiamo ricordato.

Vediamo anzitutto la trattazione che viene data di solito delle
coniche, considerate nel piano della Geometria euclidea, mediante le
convenzioni della Geometria analitica. Sia per es. il problema di stu-
diare la ellisse, considerata come luogo dei punti P tali che, fissati
due punti F, ed F2 chiamati fuochi, la somma delle distanze

sia una costante, non dipendente dal particolare punto P del luogo.
Come è noto, si suole assumere il riferimento cartesiano ortogo-

nale in modo che uno degli assi coordinati sia la congiungente dei
due punti F, ed F2 ed in modo che l'origine stia nel punto medio del
segmento avente F, ed F2 come estremi.

Così facendo, dopo qualche calcolo, sul quale non ci soffermiamo
qui, si giunge a scrivere la equazione della curva nella forma cano-
nica ben nota

forma nella quale le proprietà della curva sono messe bene in evi-
denza ed in particolare è messo in evidenza il gruppo trirettangolo
di simmetrie che mutano la curva in sè, gruppo le cui trasformazioni,
diverse dalla trasformazione identica, sono date da

{

x:=-x,
x =x,
x'=-x,

v'=»
y'=-y
y' = -y.
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e questo è appunto il gruppo di simmetrie che muta in sè la coppia
di punti F, e F2 (e che ci ha suggerito la scelta del sistema di rife-
rimento).

Come secondo esempio, sempre preso dalla Geometria elemen-
tare, consideriamo il problema di trovare le circonferenze che pas-
sano per un punto Q e sono tangenti a due rette r ed s.

Supponiamo anzitutto che le due rette r ed s siano concorrenti
in un punto, che chiameremo O.

Per mettere in equazione il problema, conviene assumere un rife-
rimento che rispetti tutte le simmetrie che sussistono nei dati; trala-
sciamo per il momento la condizione che abbiamo preannunciato, che
le circonferenze cercate debbano passare per il punto Q. Ovviamente
esiste un gruppo trirettangolo di simmetrie che mutano in sè la cop-
pia di rette r ed s; due operazioni del gruppo hanno come assi le
bisettrici della coppia; pertanto uno dei modi per mettere in evi-
denza tali simmetrie consiste nello scegliere come assi coordinati
cartesiani ortogonali proprio le due bisettrici suddette.

Risulta del tutto evidente che le circonferenze che cerchiamo
vanno cercate nell'insieme di quelle circonferenze che sono tangenti
ad entrambe le rette r ed s; tale insieme è diviso in due sottoinsiemi:
le circonferenze dell'uno e dell'altro hanno il loro centro sull'una
oppure sull'altra delle due bisettrici dell'angolo delle due rette r ed s.

Possiamo sempre supporre che le due rette r ed s siano quindi
rappresentate dalle equazioni

(1) ax±by=O.

Allora dei calcoli immediati danno che i sistemi delle circon-
ferenze che hanno i centri sui due assi e sono tangenti alle due rette
sono rappresentati dalle equazioni

(2)

(3) {
(x-aY+/=a}a2j(a2+b2)

x2+ (y_ ~)2= Wb2 /(a2+ b2)

essendo stati indicati con (J. e ~ rispettivamente i parametri rispetto
ai quali viene descritto il sistema (2) ed il sistema (3).

Indichiamo ora con Xo ed yo le coordinate del punto Q; la ricerca
delle circonferenze che ci interessano si farà risolvendo le due equa-
zioni che si ottengono, rispettivamente nelle incognite (J. e ~ dalle (2)
e (3) imponendo che siano soddisfatte per X=Xo ed y=Yo.

Lasciamo al Lettore esperto di insegnamento il compito di mol-
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tiplicare gli esempi e di adattare le considerazioni che abbiamo accen-
nate poco sopra alla sua problematica particolare. Potrebbe per es.
essere abbastanza educativo qualche volta l'espediente di svolgere
due diverse trattazioni di un medesimo problema, una che soddisfi
alle raccomandazioni che abbiamo fatte e l'altra eseguita secondo la
tecnica diffusa spesso tra gli studenti, che porta alla scelta arbitra-
ria del riferimento; il confronto tra le due trattazioni potrebbe por-
tare a constatare quante siano le proprietà che si « leggono» diretta-
mente seguendo una delle trattazioni e che diventano « invisibili» per
l'altra, ed anche quanti controlli facilissimi siano resi possibili dal-
l'una e siano resi praticamente ineseguibili dall'altra. Ma non voglia-
mo insistere sull'argomento, bastandoci l'accenno, fatto in modo molto
modesto, alle affinità tra campi disparati della scienza intese come
elemento educativo alla formazione scientifica.

C. F. MANARA
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