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“Costruire” la geometria

di Carlo Felice Manara

Lo seiluppo delle geometrie non euclidee ha parmm a considerare la geometria
non come una scienza definita da certi oggetti immaginari (ad ﬂs#mprf; lo

':.Df.l'JU

ma come una costruzione razionale che rende coerenti [ nostri

comportamenti relatict agli oggetii materiali che manipoliamo e ai fenomeni
energelici che osserviamo. Nelle opere, fondamentali di Peano e Hilbert i | postulati
di una teoria non sono rmpr;m da un' )pﬁﬂwidrf mﬂppufrnab:fq’ accetfata per la
sua pretesa evidenza, ma sono sollanto suggeriti dall'esperienza. Il contributo
decisivo di Riemann e il concetto di ~gruppo di trasformaziom” di Klein

ENSO 0N §1a esagerato osservare che
I'evoluzione scientifica rignardante la
geomervia abbia avato una inlluenza notevole
[tarse non abbastanza messa in evidenza
finora) sulla evoluzione della scienza
modernamente iniesa, ¢ non seltant sulla
matematica o su w ramo i essa.

E. noto che rale vicenda ha avuio una fase
critica acuta nel secolo XIN. periodo in cui
sono nate le cosidderre *geometrie non
enclidee” ed in el & stata ottenuta la
dimostrazione della loro coerenza logica e
quindi della lovo validira teorica. Pare givsto
asservare che questo fatto ha esercitato
wi'influenza profonda su tutta la matematica
successiva. & sull'immagine che questn scienza
ha di se stessa.

Turtavia, anche dopo questa conferma (della
coerenza della geometria non euclidea) ancora
aggi vi sono ealoro i quali domandano quale
sia Ja peomerrio “vera”; ed alui che
polemizzano contro la impostazione
epistemologica di qualche teoria fisica (come
la relativitd |, con il pretesto che questa
mtroduce la geometria non enclidea dello
“spazio fisico”; nel quale. a loro parere,
soltanto la geomerria enclidea tradizionale
dovrehbe essere vahida.

Ocearre guindi impiegare un certo spazio per
riflettere sulle conseguenze che la cns
eeametrica del secolo XIX ha provocato nel
concetto di teoria fisico-matematica & quindi
in particolare nel concerto i genmetria.
(Jueste niflessioni sono anche aiutate dalle

virie crisi della modellistica fisica. che sono
avvenute & si sono suecedute neeli uldm
decenni.

A questo proposito vale la pena di fare
tualche osservazione, per dissipare alcun
equivoci; soprattutto quelli indort dalla
espressione ((ui sopra miessa tra virgolerte | di
“geometria dello spazio fisico™.

La “verita” delle teorie
seientifiche: il caso della fisica

Come ho detto poco sapra, proprio la fsica di
questa nosto secole ha mosmrato la caducita
del significato radizionalmente artribuito
volgarmente ai modelli fisico-matemarici della
realta fisica: basti pensare alla crisi del
modello classico i Bohr- Butherford, al
dualisimo onda-corpuscelo, a1 var “principr”
della meccanica quannstica.

Senza voler entrare nel merito della vahdita di
queste impostazioni, mi pare di poter dire che
il loro numero e Ja Joro varieta dimostrano
chiaramente la convinzione, da parte degli
seienziail, della conoscibilita della realea
materiale fisica e della validita degli srrument
logici e simbolico-formali offert dalla
matematica alla fatica degli scienziati della
Natura; d'altra parte mi pare anche che venga
confermata I'opinione di chi (1ra gli alri
Henry Poincaré) pensa che non si debba
parlare di “verita” m assoluto di wna teoria
fisico-matemarica, ma soluanto della sua
“adeguatezza” a rappresentare certi aspetn

Carlo Felicr Manara.
Profesiore Enverito i Cenmealma.
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della realts materiale, a collegarli logicamente
tra loro ed & prevedere (entro certi limit) i
risyltad delle nostee osservaziond, dei noseri
esperiment ed m generale delle nostre
manipolazon della materia.

Il caso della geometria

In questa luce non pare quindi valido il
pensiero di chi crede che esista ima
“geometria dello spazio fisico™; mtendendo
indicare, con questa espressione, una dottrina
certa, assoluta ed immutabile, fondata su
nsservaziond ed esperienze che banno per
oggetto appunto tale spazio, Vorrel infatti
psservare che esso nom & e non pud essere.,
nggetto di osservazioni o manipolazioni
sperimentali, le quali sono sempre operate
soltanto su oggetti materiali o su fenomeni
energetici (ragal di luce o rraggiameni
termict o alori),
In questo argomento penso che valga la pena
i riflettere su cid che ha seritta Gino Fano:
“I concetti geometrici, benché acquisiti a
mezzo di element sensibili, sona puramente
asteatti. Non esiste nel mondo fisico nulla che
corrisponda con precisione &l concetti astratti
di rerta ¢ di triangolo; non si possono quindi
“misurare” gli angoli di un miangolo
(astratto), né affemamr* che nello spazio fisico
s vertficata una deterinate geomerria
(astratta). Le propneta di posizione e di
grandezza dei corpl possono essere
rappresentate da una teoria astratta soltanto
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i mado pitl 0 meno approssimato. La
geometria euclidea ci da questa
TApPPTESEIAZIONE CON WA APProssimazione
ampiamente sufliciente per tutte le esigenze
della pranica; la geometria iperholica, per
valord grandissimi della unghezza k, cioé
della costante che da la curvatura dello spazio
iperholico (almena 1000000 di volte asse
maggiore dell'orbita terrestre], ce ne da
un‘altra. anche sufficiente; ma la pima & pm
semnplice e percid preferibile” (1935).

(uesta posizione concorda con quella della
neurofisialogia: viporto gqui, a titolo di
esempio, |'opinione espressa recentemente da
Roberto Caminiti (K08, 125, 1996, pp. 42-
45): “E fquindi quantomeno seontato che non
samo m grado i percepire o spazio w
gquanto tale.( .| 5i crede quindi che la nostra
capacita di pereepire lo spazio nsteda
nell'analis delle sensazmom spazialy, quelle

che esistono ta le varie parti del nostro carpo,

tra questo e le cose e gh eventi con on
mreragiamo”

Se si accetta guesta impostazione, appare
chiaro che 1 parlare della geomenaia come di
“seienza dello spazio” conduce chiaramente a
situazioni contraddstone & quindi
insostenibili, quando si voglia salvare wna
sulficiente coerenza razionale. La cosa era gia
stata rilevata i mada ironico da Goseppe
Peano, il quale scrive: “In quasi tutt i raman
moderni [Peano serve nel 1884} s1 introduce
per primo il concerto di ‘spazio’, dicendo che
ezso nan s definisce, ma gli si attribuiscono le
proprieta i essere omogenen, 1llimitato.
infinito, divisihile, immaobile, eeeetera,
proprieta queste parimentd non definite.
Ritenendn pertante 1] concetto di spazio come
fondamentale per la geometnia, ne viene che
non si potrebbe scrivere un trattato di questa
seienza m una lmgua che per avventura
manchi di tali parole. Quindi non si potrebbe
scrivere di geometria nella lingua d'Euclide e
d'Archimede. ove appunto manca la parala
eorrispondente al termine ‘spazio’, nel senso
in cui lo si usa negli odierni wartar™.

Eppure &1 direbbe che la ricerca e la difesa di
una “geomenia dello spazio fizico” sia ancora
tra le preaceupaziont di molt, che non
mtendono staccarsi dai fantasmi che
I'immaginazione costruisce a partive
dall'esperienza sensibile. Oppure trovano

soddisfacentt e dotate di senso delle frasi
come “la geometria & la scienza dello spazio”
oppure *...la scienza dell’estensione™ oppure
anche “...della quantita estesa”.
Probabilmente la concemone abitvale che si
ha del concetto di “spazio” fa anche
riferimento alle celebri [vasi che si leggono nel
Principia di lsaac Newton. In un celebre
Scolio, dopo aver parlato del lempao, che egli
gqualifica come “assoluto, vero, matematico,”
e di cui dice che “scorre uniformemente ',
Newton passa a parlare dello spazio, nel modo
seguente: “Lo spazio assoluto, per sua nahura
senz velazione ad aleunche di esterno,
rimane sempre ngoale ed immobale”.

Newtan poi parla dello “spazio relative”,
dicende che “esse & una dimensione maobile, o
misura dello spazio assoluto, che 1 nostn sensi
defimsconn in relazione alla sua posizione
rispetto ai corpi, ed & comunemente preso al
posto delle spazio immobile”. In seguro
Newton parla del “lnago” ¢ dice: "1l lnogo & 1a
pate dello spazio ocenpara dal corpo. e a
seconda dello spazio. pud essere assoluto o
relamio...”.

Sarebbe interessante analizzare questi
enunciati, ¢ determinare come e fino a qual
puneo essi siano fondati sull vumaginazione, ¢
sull'elaborazione fantastica dei dati forniti dai
nostri sensi e dall’esperienza materiale, Mi
limito per ora ad osservare che, auche
assenando alle parole qui scritte da Newton
un significato che le veda come definizioni
apodittche del tempo e dello spazio, non
incontriamo, almeno & questo punto iniziale,
alcuna affermazione che riguardi la
geometria, ed in particolare che assegni un
valore assoluto alla geomettia euclidea,
trachzionale a quel tempo. Forse la via per
uscire dla questa situazione imbarazzante pud
essere cercata osservando quals sia la
procedura con cui vengono costruiti quegli
oggett mentali che sono © contenuti delle
proposizioni della geometria classica abituale:
¢uella che e stata fatta entrare in crisi dalla
mvenzione delle geomerre non-euclidee.

E nato che il cancetto di “punto” & oggerto
della prima celebre proposizione degli
“Elementi” di Euclide, la quale, secondo una
classica traduzione ([orse non completamente
soddisfacente) suona: “Punto & c16 che non ha
parti” {Frajese e Maceiond, 1970). Ho deo
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che la traduzione ahituale della frase di
Euclide non & forse completamente
soddisfacente: infatti con il terming *punto”
viene tradotio il termine greco “semeion”, il
iuale ha anche significato di “segno”, 5
potrebbe forse dire che la tradumone abiluale
e tradizionale ha in qualche modo ispirate ¢
giugtificato le frasi che si incontrano spesso
nella trattatistica, frasi con le quali gh antort
mvitano il lettore ad munagmare corpiceioli
senpre pin piccoli, allo scopo di giungere per
conte proprio all immagine del punto
geometrico. Ma quando st immagina
corpiccinlo, per quanto piccolo esso sia,
appare naturale immaginare che esso abbia
delle parti, mentre forse il termine “segno”
potrebbe aiutare a superare questo astacolo,
perché mi pare di poter dire che tale termine
per sua st#ssa nanwra individua qualche cosa
di indivisibile. che non ha parti.

Ma non tendo proseguire quiin questa
diseussione terminologica, che rischia di non
conchurre mai & nsultat precisi e definitivi; m
lumito quinds a ncordare che Giuseppe Peano
(1854), nel costrune degli assiomi per la
seometria, scelse la frase: “5i pud segnare un
punto”, evitando cosi di dare una esistenza ad
una specie di ipostasi non necessaria.
Considerazioni analoghe si potrebbero
formulare a proposito delle alire frasi, che si
incontrano nell'opera di Euclide e che
vennero spesso considerate come delle
definizioni (nel sensa logico del termine) delle
figure elementan della geometria; per esempio
la frase che parla della retta e che suona
press'a poco: “Liney retta & quella che giace
ugualmente rispetto ai punti su di essa”
(Frajese e Maccion, 1970).

Queste ed altre frasi hanno provacato
discussioni secolan: si direbbe che ancora oggi
sonn aceettate da cha st ntiene soddisfatto da
un certo verbalismo che non sempre ha
riferimento preciso ad un contesto operativo.
Anticipiamo qui che Patteggiamento moderno
¢ malto diverso; e questo cambiamento e pare
provecato in gran parte anche dalla crisi della
geometria del secolo XIX; il che giustifica le
riflessiomi che stiamo facenda.

Ritorneremo m seguite a presentare la
simazione dello “status” epistemologico della
geometria, come & stato prodott e provocato
daghi ultimi secoli di eritica sui fondament
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della matematica. Ci mteressa qui osservare
che la posizione tradimonale, quale si evinee
dall’'opera di Enclide e dalla interpretazione
che ne € stata data per secoli, e che ha
fondato la sua antorita ed anche certe
mentalita, conservare ancora oggl. & quella di
una dorrina che studia certi oggert, e che ne
rileva certe praprietd giudicate evident e
dimostra le altre, che sono meno evidenti ed
appanseenti. Ho gia parlato delle pretese
definizioni della geometria come “scienza
dello spagio” o anche “scienza
dell’estensione” 0 anche “scienza della
quantita estesa” et similia.

Non interessa qui caromare s queste frasi, ma
soltanto asservare che esze rivelano un
atteggriamento, ancora oggi diffuso;
precisamente ['arteggiamento di chi vorrebbe
presentare la geometria come una dottrina
iualificata da certi oggett, la cui menzione
iualifica la dottiina stessa, enwando
addiritturs nella sua definizione: cosi come,
per esempin, qualeuns potrebbe definire la
hiologia atraverso oggetto di studio, e
quindi come “scienza dell'essere vivente”.
Linvenzione di dotirine diverse da quelle
trachizionali, ed addirmua contraddirtorie ad
esse, ha messo ovviamente I crisl una
concezione cosiffarta: sopratiutto quandoe vari
matematici del secolo scorso giunsero, per
diverse vie, a dimostrare che tali dottrine non
sono dei mostn Jozel, ma anm posseggono una
intrinseca eoerenza che le mette logicamente
alla pari con la geometria classica.

La difficolva coneettuale appare evidente, in
questo ordine di idee: infatti se Ia geometria,
secondo la concezione abituale, & qualificata
dai suoi contenat, dai suot oggert, da quel
“qualche cosa™ che essa studia. questi oggetr
sarebbero il fondamenta della sua coerenza
intrinseca, e non potrebbero essere teorizzat
da teorie contraddittorie. Cosi, quando si
legge che in geometria enclidea vi & un’unica
parallela ad una retta data per un punio dato,
fuori di essa; e che in geometria iperbolica ve
ne sono due, ¢ che entrambe le geometnie sono
valide, impressione di d‘tsagin B spantanea.

Partscoiare di San Sebastiano daf Secondo
Trttco di Valle Castellana, Ascel Peoeno,
Pingcoteca Clutea,
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Appare qundi urgente precisare
quale s1a la natura ed il significato di
quellt che vengono consideran
“opgetm” della geometria, & quale sia
il significato e la portata dei termira
che li evocano € delle proposizioni
che parlana di lovo, Ed appare
particolarmente interessante il fatto
che alcune classiche constatazion
della compatibilita logica delle
geametrie non euclidee siano state
ottenute costruendo dei “modelli” m
ambiente enelide. In altre parole si
potrebbe dive che la stessa geometria
enclidea ha fornito gh strumenti per
garantire la coerenza logica delle
geometrie non euclidee. Cie,
parlando i forma pittoresea e
paradossale, la stessa geomerria
euclidea pua fornire gh stument
che la distruggono: o, megha,
distruggona la sua immagine di
scienza di valore unico ed assoluto,

Lesperienza e I'elaborazione
delle immagini

Forse la procedura per avviare a
soluzione le contraddizioni rilevate e
le conseguent sensazioni dh disago
pug essere realizzata con due
riflessiom distmte: la prime che conrempla la
costruzione degl oggetn della geometna ed
compito della elaborazione fantasrica
(uesta operazione; la seconda che riguarda la
definizione dei coneetti della geometria,

Mi pare che I'esperienza comune insegni a
dire che la geomenia non parla direttamente
degli oggern sensibili {oggern material o
fenomeni di rrasmissione di enerma), ma che
prenda in considerazione degh oggern che gia
sono per cosi dire searnificar, ridoci allo
scheletro, resi trasparent dalla elaborazione
dovura alla fanrasia; tale penso che sia il
significato di certe esortazioni di cui ho detto
e che si leggono talvolta net manuali, quando
si dice al lettore di immaginarsi degh oggetti
via via pit piceoli (granelli di sabbia e cos:
via) per poter ginngere “al lunite™ a farsi una
immagine di quell’oggento che il tratanista
tinisce col chiamare “punto geometrico”. Cose
analoghe penso si possano dire i relazione

Partiolare do Lo Madoana di Poggao di Breaa,
Ascalf Piveno, Museo Diocesans.

alle frasi che invitano ad immaginare un filo
teso sempre pin sottile per farsi

wn’immagine del segmento rettilineo. Cio
favse per superare le difficolti presentate
dalla nota frase enclidea, secondo la quale la
linea sarebbe “una lunghezza senza
larghezza” (Frajese e Macciont, 1970).

Su queste immagini si costruiscono | concetti,
esprassi dai termini linguistici e collegati dalle
proposizioni e dalle deduzion. Gia Platone’
aveva gsservato che non le figure (nel senso di
dlisegni), ma i concetti sono gli oggetti di cui
parla il matematico . Ed a questo punto si
meonira necessariamente la questione della
definizione logica dei concetti; questione che,
come si & detto, ha provocato una svolta
cruciale nella concezione della matematica,
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I conceiti primitivi
¢ le definizioni implicite

Sulla costruzione di una scienza
perfettamente coerente in ogni sua
parte, ed inconfutabile aveva gia
meditato Blaise Pascal, il quale
aftronia esplicitamente argomento
nella sua opera dedicara allo spirito
matematico. Qui il genio francese
emuncia le conclizioni necessarie
perché un ragionamento sia
inattaccabile: definire tutto, in modo
che si possa sostituire la definizione
ad ognd termine nominato: e per
verificare la validita di on
ragionamento, sostituire ad ogi
termine la sua defimzione. Ma Pascal
osserva anche che non & possibile
andare all'infinito con questa
procedura: oceorre amestarsi a certi
termum 1 cwl sigmificato & supposto
noto ed & accettato. Da questa
constatazione Pascal trae la
conclusione che a noi nomini &
impossibile raggiungere una scienza
pertetta.

La conclusione alla quale & giunto
Pascal & ogm adottata senza
discussione dalla modemna teoria des
[ondamenti della matematica: mfata
og si accetta che la defunzione dei termini
fondamentali di una reoria puo essere data
con quella che viene chiamata *definizione
implicita” oppure anche *definizione d'uso” o
anche “definizione per postulat” o wfine
“defimzione per assiomi”.

Si potrebbe dive che in questo senso la strada
¢ stata aperta da Peano, con la celebre
memoria sui fondamenti dell’aritmetica che
egli serisse nel 1889. In questa memoria
Peano non serive aleuna frase che assomigli
alla definizione del numero, per intenderci
una frase come * [l numero ... Peano
LIVECE CININCIA CINgue Proposizion] senza
dimastrarle, proposizioni che ancora ogg
$010 coTIENtEMEnte citate e ricordate come
“Assiomi di Peano”,

Analogamente David Hilbert, nella sua
classica opera sui fondamenti della geometnia,
non definisee il “quid rei” degli oggetti della
geomemia, ma meamincia parlando di quest:
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per esemipiao la frase imziale dell’'opera suona:
“Erklirung: Wir denken drei verschiedene
svsteme von Dingen: die Dinge des ersten
Svstem nennen wir ‘Punkte’ und bezeichnen
sie mit A, B, C ; diz Dinge des zweiten
Svstems nennen wir ‘Geraden’ eccetera”
(1930}

Pare chiaro che in queste impostazioni i
postulati (o assiomi che dir s voglia) di una
teoria non sono considerati come imposa da
una esperienza moppugnabile. ed accettata in
ferza di una pretesa evidenza, ma song
soltanto suggerin dalla esperienza.

Un’analisi di questo tipo appare necessana
anche in base ai dari della storia della
matematica, Infatti questa insegna che,
durante circa venti secali, sl sono succednt
moln tentativi ci “dimostrazione” del celebre
quinto postulato di Euclide; precisaments
quello da cui si conclude, n sostanza,
I'wnicita della parallels ad una data retta da
wn punto fuori di essa, Dal che nasce il
legittimo dubbio che. almeno con riferunente
& questa proposizione, la forza di quella
“immediata evidenza” di cui qualeuno parla
non fosse considerata molto grande; o almeno
non uguale a quella atmribuita aghi altr
postulati enunciat pure da Euclide.

L'opera di Riemann

Nella questione dei fondamenn della
geometria si verificd una svolta radicale a
seguito dell'opera del marematico tedesco
Christian Bernhiard Riemann, I pensiero di
questo grande fu poi swiluppato anche da
ricercatori di scuola italiana, tra i quali vorrei
ricardare. in modo particolare Tullio Levi
Civita, al quale si deve per esempio il concetto
di “parallelismo secondo Levi Civita™;
concerto di quel “Calcolo differenziale
assolute” che fu | strumento [ormale del
quale Einstein si servi per formulare la teoria
della Relanwita geverale. Un'idea molto
rudimentale ed approssimata dells
impostazione del titto nuova che Riemann
diede dei fondamenti della geometria si
potrebbe dare dicenclo che in questo ardine di
idee la geometria viene costruita anzimtto
nelle vicinanze immediate di un punto; la
seometria della regione immediatamente
vicina ad un panto viene poi collegata con

opportune regole a quelle delle regioni vicine
ad aliri punu. Di modo che queste leggi di
connessione costruiscono la dorrina generale
che riguarda ogoi punto. Tali leggi di
conmessione permettono di costruire anche la
geometria euclidea classica, come caso
particolare; ma permettono di costruire anche
ogni reometria che possa servire per rendere
razionali & coerents le nostre esperienze
relative aglhi ogger che nol manipoliamo ed ai
[enomeni energetici che noi provochiamo o
che osserviame.

11 coneetio di “gruppo di
trasformazioni” e le idee di Klein

Nelle righe che precedono ho impiegato varie
valte l'espressione “costruire la geometria™
Questo arteggiamento & fondato sugh sviluppi
che ho cercato di esporre nelle pagine
precedenti, e che conduce a considerare la
geometnia non come tna dottring precisata da
certi oggetti immaginari (in particolare lo
“spazio” di cui abbiamo detto), ma come una
dottrina che rende razionali e coerenti 1 nostr
comportament nei riguardt degh oggetti
materiali che manipoliamo e dei fenomeni
energetici che osserviamo, Un episodio in
certo modo sintomatico ¢ cruciale, che segna
quel cambiamento di punto di vista che sto
presentanda, & costituite dalla pubblicazione
della celebre dissertazione programmatica che
Felix Klein espose nel 1872 all'mizio dei suoi
corsi presso |'Universita di Exlangen;
disserlazione che viene spesso richiamata con
l'espressione “Programma di Erlangen”.

I il matematico tedesco stabilisce una specie
i classilicazione delle varie ricerche di
geometria esistenti all'epoca; tale
classificazione & oftenuta ricorrendo al
concetto di “gruppo”; questo appartene
all’algebra e viene preso m considerazione da
Klein sotto Iaspetto particolare di “gruppo di
trasformaziom”. Con Iimpiego di questo
concetto Kleln giunge a precisare che gli
oggetti di cul si accupa il geometra sono Je
proprieta invarianti delle figure di fronte alle
trasformazioni di un eerto gruppo; cid in certo
modo realizza | operazione logica di
astrazone e generahizzazione che fonda la
comoscenza scientifica. In particolare quindi,
per esempin, la geometria euclidea

gl

tradizionale & cosi caratterizzata dal gruppo
del moviment rigidi e delle similirudin, cosi
come Ja geometria projettiva viene
caratterizzata da un diverso gruppo di
trasformaziont.

Sarehbe interessante cervare di valutare
l'importanza che queste 1dee possono aver
avuto per lo sviluppo di certe leornie fisiche, in
particolare della relativita [speciale e
generale): qui mi limito ad osservare che
questa impostazione non costituisce in aloun
modo la eventuale giustificazione di un totale
relativisma e soggettivismo nella geometria,
ed in generale nella scienza. Infatt tard questi
sviluppi non sopprimona il fatto
fondamentale che 'esperienza sia il punto di
partenza delle teorie geometriche, @ sia anche
i tribunale di ultima istanza che gindica della
loro adeguatezza e capacita conoscitiva.
Pertanto queste teorie ¢ fanno fare un passo
essenziale verso la conouista di una
razionalita rigorosa e coerente, che ¢
indipendente dai tranelli dell'immagiazione.
pur nen rinnegando in nulla la validita dei
suol appart, @

Made

1, *[ geometri si servonn di figure visibili e ragionang su
i esse, ma mon ad esse pensando, bens & cio 0 cud esse
son le imenagini...” Platone, Repubiica, (510 dg).
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