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& 1. - Parallelismo di Levi-Civita.
Concetto dl connessione.

In questo articolo ci proponiamo di illustrare alcuni con-
eetti fondamentali della Geometria Differenziale sul modello
proiettivo del piano iperbolico. E noto che tale modello si of-
tiene prendendo come immagine del piano i punti interni ad
una conica reale; costruzioni di carattere elementare ci per-

"metteranno di verificare con molta facilith e rendere evidenti
le proprieta delle superficie a curvatura costante negativa,
fornendo di tali superficie una immagine che per semplicitk
¢ degna di stare accante a guella elementarissima data dalla
sfera per le superficie a curvatura costante positiva.

E noto che esiste tutto un insieme di proprieth di una so-
perficie S (le cosiddette proprieth intrinseche) che si conoscono
quando di § sia assegnato soltanto il quadrato ds® della di-
stanza tra due punti infinitamente vieini, o, come suol dirsi,
la metrica. Tali proprietd, per es. la lunghezza di un arco di
eurva tracciata su S, I'angolo di due tali curve, 1’ area di una
figura ecec. si congervano quando S, pensata realizzata da un
velo perfettamente flessibile ed inestendibile, sia sottoposta ad
una qualungue flessione, senza duplicature né lacerazioni; in
altre parole tali proprietd sono comuni alla § ed a tutte le
superficie applicabili su di essa.

Ora la conoscenza del ds* di una superficie S implica due
cose: 13) la possibilita di istituire una geometrin nell’intorno
di ciascan punto P di S; 27) la possibiliti di confrontare tra
Ioro le geometrie dei diversi intorni. In altre parole, quando
-#i immagini & realizzata da faccette infinitesime ottenute so-
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gtituendo, nei singoli punti, ad § il sno piano tangente, la
conoscenza del ds® implica la conoscenza della geometria sulle
singole faccette e della legge di raccordo o, come suol dirsi
di connessione, delle varie facceite tra lore.

Ma poiché la conoscenza del ds® permette di misurare, nel-
intorno di ogni punto P di §, lunghezze, angoli ed aree
(ctr. BiancHi: Geomelria Differenziale, vol. 1, §§ 44-45), occor-
rera soltanto ulteriormente confrontare le varie direzioni che
escono dai punti di § o stanno nei piani tangenti ad S stessa;
ciod occorrera realizzare una connessione o un trasporto delle
direzioni. Tale trasporto si realizza mediante la legge di pa-
rallelismo vincolato di LEvI-Crvira che permette di far cor-
rispondere ad una direzione per un punfo P, un’altra per un
punto P, da dirsi sua parallela ed ecco come: si osservi an-
witutto che una direzione tangente ad § in un suo punto P
pud ritenersi assegnata da un vettore per P giacente nel piano
tangente ad § in P. Dati ora i due punti P, e P, si consideri
una qualunque linea { che unisce P con F, e la snperficie
sviluppabile S generata dai piani tangenti ad § nei punti di I;
due vettori tangeunti ad & in P, e P, saranno detti paralleli,
rispetta alla linea {, quando risultino paralleli nel solito senso
euclideo { vettori trasformati di essi che ai ottengono svilup-
pando la I su di un piano. (LEVI-Civira: Calcolo differenziale
assoluto, cap. V, § 10).

La defmlzmna dipende essenzialmente dalla linea l scelta
ad & quindi arbitraria in alto grado. Tale arbitrarieta cessa
perd immediatamente se si conviene che la linea ! sia una
geodetica di 8. Come & noto le geodetiche sono le linee che
realizzano il minimo cammino fra due punti abbastanza vicini
sulla superficie e sono univocamente determinate dai puniti
stessi oppure dalla condizione di passare per un punto £ e di
esgere ivi tangenti ad una direzione assegnata. Tali proprieta
sono di caratiere infrinseco e si dimostrano quindi dipendere
dal solo ds* di .

Se si sceglie quindi per linea congiungente P, e P, la
geodetica g da essi determinata, la g sard geodetica anche
della sviluppabile £, dei piani fangenti ad S lungo g stessa
(LEVI-CIVITA: op. cit., cap. V, § 11) e quindi, quando I, sia
sviluppata in un piano, la g diventa geodetica del pianc stesso,
ciod una retta, ed i due vettori, diventando paralleli, vengono
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a formare angoli uguali con la reita che unisce i due punti P,
e P, trasformati di P, ¢ P, per lo sviluppo di Z,.

Dedueciamo di qui un nuove modo per definire il paralle-
lismp di LEVI-CIVITA, in quanto due vettori in due punti P,
e P, risultano paralleli gnando formano angoli ugnali con la
geodetica g che unisce P, a P,. Si deduce di qui in particolare
che il trasporto per parallelismo di LEVI-Civira conserva gli
angoli e che le geodetiche risultano linee autoparallele, cosi
come le rette del piano. Per queste e per altre proprietd le
geodetiche delle superficie o in generale degli spazii non li-
neari ad # dimensioni vengono a comportarsi come le rette
degli spazii lineari, tanto che viene chiamata Geometria pro-
deftiva di tali varietd la dottrina che studia le trasformazioni
delle varieta stesse che conservano le geodetiche, cosl come
le trasformazioni lineari degli spazii lineari congervano le rette.
{Ctr. per es., E. BorToLOTIT: Spazii a connessione proieftiva-
Introduzione}.

Un’analisi pit approfondita permette di concludere che la
proprieta fondamentale delle geodetiche, che da loro 1'impor-
tanza che hanno nella definizione di trasporto per parallelismo
di LEvi-C1viTa, non & quella di render minimo il cammino
tra due punti P e P, abbastanza vicini, ma di essere univo-
camente determinata dal passaggio per essi.

Dal trasporto di una direzione da un punto P, ad un altro P,
a distanza finita da esso si passa facilmente al trasporto tra
due punti infinitamente vicini; poich® 1'archetto infinitesimo
che li unisce & univocamente determinato da essi (a meno,
" ¢’intende sempre, di infinitesimi di ordine superiore) il tra-
sporto ha un senso ben determinato, senza che sia necessario
fcegliere una particolare linea per unire i due punti. Da que-
st’ ultimo caso si risale poi facilmente al trasporto lungo una
linea qualunque pensando effettuati gli infiniti trasporti lungo
gli archetii elementari che la costituiscono.

§ II. - Curvatura delle superficie.

In un punto P di una superficie S esistono infinite sezioni
normali, ottenute intersecando § coi piani del fascio che ha
per sostegno la normale ad S in P. Tra le infinite sezioni
normali in P ne esiste una di curvatura massima ed una di
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curvatura minima ed il prodotto di queste due curvatura di
una grandezza che vien chiamata curvatura totale o gaussiana
di § in P; contrariamente a quanto potrebbe apparire dalla
definizione che ne abbiamo data, essa & una proprieta intrin-
seca di S, ciod & conoscinta quando sia assegnato solamente
il ds* di 8.

Particolarmente interessanti dal nostro punto di vista sono
le superficie a curvatura costante. Tra queste il piano e tutte
le superficie su di esso applicabili (cilindro, cono, sviluppa-
bili) costituiscono la eclasse di quelle a curvatura nwvlla, la
gfera e le superficie su di essa applicabili costituniscono la
classe di quelle a curvatura costante positiva, mentre la classe
delle superficie a curvatura costante negativa & costitnita dalla
pseudosfera e superficie applicabili su di essa. Per le super-
ticie a curvatura costante ¢ non nulla si verifica il fatto che
la somma degli angoli di un triangolo geodetico (cio® di un
triangolo i eui lati sono archi di geodetica) non vale due
retti, come avviene per le superficie della classe del piano,
ma & maggiore ¢ minore di due retti a seconda che la cur-
vatura della superficie & posiiiva o negativa. Il fatto & gia
nofo per la sfera; anzi la geometria elementare insegna di pift
che non solo ogni triangolo possiede un ecoesso sferico, ma
che tale eccesso & direttamente proporzionale all’ area del ftri-
angolo stesso perchéd a friangoli uguali corrispondono eccessi
uguali, e ad un iriangolo somma di due corrisponde un ec-
cesgo somma degli eccessi degli addendi. 8i 2 infatti condotti
a scrivere che 1’eccesso sferico ¢ & una funzione f dell’area o
soddisfacente all’equazione funzionale f(a 4 ') = fia) + fia')
e tale equazione, sotto opportune ipotesi relative alla f che
si dimostrano soddisfatte nel caso in esame, ammette la sola
soluzione f(a) = ka con k costante. .

Queste proprietd si verificano in generale per le superficie
a curvatura costante: dato un triangolo geodetico e detta Q
la somma dei suoi angoli, il rapporio tra @ — 2% e ['area
ugnapglia in valore assoluto e segno, la curvainra della sn-
perficie,

Per le superficie a curvatura costante non nulla si verifica
un’ altro fatto per noi interessante che le distingue dal piano:
se & data una direzione in un punto P e, a partire da P la
8i trasporta per parallelismo lungo una linea chiusa, al ritorno
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in P non si ritrova pit la direzione di partenza e 'angolo di
cui la direzione con cui si arriva & ruotata rispetto a quella
di partenza & proporzionale all’area del ciclo descritte, la co-
stante di proporzionalith essendo la curvatura della superficie,
Quindi se il ciclo lungo il quale si effettua il trasporto
¢ un triangolo od in generale un poligono geodetico, I’ angolo
di cui risulta ruotata la direzione di arrivo rispetto a quella
di partenza uguaglia, in valore assoluto ed in segno, la diffe-
renza tra la somma degli angoli del poligono e la somma degli
angoli:del poligono piano avente lo stesso numero di lati. -
Queste proprieta di Geometria differenziale delle superficie
noi illustremo ora, con semplici costruzioni proieftive su un
noto modello piano del piano della geometria iperbolica di
LOBATSCHESKY e BoLyal, che ¢i apparird come possedente
le proprieth di una superficie a curvatura costante negativa.

& T1I. - T1 modello proiettivo del plano iperbollco.

¥ noto (éfr. per. es, Fawo: Geomelria wnon euclideq; KLEIN:
Vorlesungen idiber Nichi-euclidischen Geomefrie) che il piano
della geometria iperbolica pud essere rappresentato dal se-
guente modello: si assuma nel piano proiettive xz una conica &
reale che per semplicityd supporremo tutta al finito, anzi addi-
rittura un cerchio; si chiamine « punti » i punti di « interni
‘alla conica k, « rette » le corde di k; I'insieme dei < punti »
@ delle « rette » costituira il « piano ». Per i nostri enti « punti»
e « rette » si verifica che due « punti » determinano una ed
una sola « retta » loro congiungente,
ed invece, data una « retta » r, ossia
una corda MN di & (fig. 1) ed un
« punio » P ad essa non apparte.
nente, per P passano « rette secanti »
e « rette non secanti », ossia corde
di &k come IS che intersecanoc MN In
panti inferni a %k e corde come TU
che la intersecanc in punti esterni; Fig. 1.
« rette secanti e non secanti » sono se-
parate dalle due « rette » PM e PN da dirsi « parallele » per P
alla MN zei due versi opposti. Per evitare confusione col pa-
rallelismo di Levi-Civira definito sopra, riserveremo il nome
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di « parallele » alle « rette » come PN e PM ultimamente de-
finite, chiamando, secondo 1'uso « equipollenti » due vettori
ottenuti I’uno dall’altro per parallelismo di Lmvi-CiviTa (che
presto definiremo per il nostro « piano »), ed « equipollenza »
la relazione ohe tra loro intercede.

Osserviamo ora che il nostro « piano » ammette un gruppo
oc® di trasformazioni in sé& oloedricamente isomorfo eol gruppo
delle -congruenze del piano euclideo, ed & il gruppo delle pro-
jettivitdk di « che mutano & in s8, gruppo che potremo d’ora
in poi chiamare semplicemente dei « movimentfi ».

Noi posgediamo cosi un criterio per decidere quando due
figure sono da dirsi « ugunali » e questo criterio sard ovvia-
mente la possibilith di portarle a sovrapporsi mediante un
« movimento ». Cosl per es. dato un segmento AB su una corda
MN di k& ed un secondo segmento A’'B’ su una seconda corda
M'N' diremo AB = A'B’ se i due birapporti (MNAE) ed
(M'N'4'B) sono uguali perch® questa & la condizione necessaria
e sufficiente per l'esistenza (almeno) di una proiettivita trasfor-
mante k& in 8d e portante la quaterna (MNAR) in (M'N'A'B).
Il ragionamento duale vale perfettamente per gli angoli for-
mati da due coppie di « rette » ab e @'’ in due « punti » Pe P’;
soltanto qui 81 avverta che essendo P e P’ interni a & non si
possono pitt considerare le tangenti reali mandate a &k da P
e da P’; ma si potrd evidentemente sempre parlare di invo-
Inzione di rette comiugate rispetto a % per P e F, involuzione
elliftica che notoriamente definizce la coppia di fangenti im-
maginarie coniugate a K. :

Tra i « movimenti » del « piano » ricorderemo particolar-
mentg i « ribaltamenti » attorno ad una <« retta » r, 0 « sim-
metrie speculari di asse # ». Tali « ribaltamenti » sono rea-
lizzati mediante omologie armoniche mutanti % in & e di asse r
e quindi aventi come centro il polo E di » (fig. 2) e ci per-
metteranno di definire le « rette perpendicolari » ad » come
le rette unite del ribaltamento di asse #; esse sono date quindi
da tutte le rette per il polo B di + e sono tra loro non se-
canti. In conclusione « rette perpendicolari » sono realizzate
da rette conimgate rispetto a k Di piu i ribaltamenti c¢i per-
mettono di costruire facilmente il punto medio H di un seg-
mento AL e la bisettrice % dell’angolo di due « rette » a &
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per H, come le costruzioni della fig, 3 mostrano senza bisogno
di commento.

Siamo ora in grado di assegnare le costruzioni che realis-
zano - il trasporto per ¢ equipollenza » nel nostro « piano »;
infatti dati due « punti » P ¢ P’ esiste una linea che & uni.
vocamente determinata da essi ed & la « retta » che li con-
ginnge. Si verifica facilmente che la « retta » & proprio la
geodetioca congiungente P con P’, perché realizza il minimo
percorso tra i due punti, essendo minore di qualunque alira

Fig. 2. Fig. 3.

spezzata, e quindi di qualungue eurva regolare, che abbia gli
stessi estremi. Valgono infatti per il mnostro ¢ piano » tufti i
teoremi indipendenti dal V postulato di EUCLIDE (unicith dglla
paraliela) ed in particolare quindi il teorema che afferma es-
sere un lato di un triangolo minore della somma degli altri
due, da cuni segue immediatamente, come & noto, la proprietd
di minimo posseduta dal segmento congiungente due punti.
Diciamo MN i punti in cvi la PP’ interseca %k ed O il polo
di r rispetto a k (v. fig. 4); conginngiamo P con O e sia A4
una delle intersezioni di k con la PO {« perpendicolare » ad v
in P); congiungiamo anche P’ con O e delle due intersezioni
di K con la P'O diciamo 4’ quella che sta sul segmento de-
terminato da MN su %k che contiene 4. Allora il nostro « mo-
vimento s, che potremo chiamare una « traslazione » ¢ in cui
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la « retta » PP’ scorre su sé stessa, & dato dalla omografia
subordinante su k la proiettivitd che porta M, N, 4 in M, N, 4"
TFale proiettivitd si costruisce subito badando che MY & I’ asse
di collineaszione. Sia PQ il segmento che si vuol trasportare
e diciame B l'intersezione di P@Q con % che sta sul segmento
MAAN di k stessa; allora AB ed A'B dovranno incontrarsi
sull’asse di collineazione e quindi #'B’ ci fornira la direzione
del vettore trasformato. Per trovare ¢ basterd congiungere

Fig, L

pe® es. @ con N e trovare il corrispondente del punto C' inter-
sezione di QN con K. Abbiamo avvertito esplicitamente che 4’
deve stare_in guello dei due segmenti in cui & & divisa da MN
in cui giace A. Se avessimo preso per 4  I'altro punto in cui
P'0 interseca & non avremmo ottenuto la « traslazione » ¢ ma
il prodotio di ¢ per il « ribaltamento » di asse r, ciod§ avremmo
ottenuto il « simmetrico » di P'Q' rispefto ad r.

§ IV. - Ugnaglianza ed equivalenza.

Prima di trattare dei criterii di wguaglianza dei triangoli,
ricordiamo che se un punto P ed una retfa p sono polo e polare
rispetto a %, I’involuzione delle refte coniugate per P si ot
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tiene proiettando I'involuzione dei punti coningati sm p e vi-
ceversa. In particolare le tangenti a k& per P si ofterranno
proiettando i punti MN intersezioni di p con k. Detti AB due
punti di p ed o, & le rette che li proiettano da P i birapporti
MNAB ed (mnab) saranno uguoali. Nel caso in cui P sia in-
terno a k saranno immaginarii coningati i punti MN come Je
tangenti mn, e la retta polare p di P sara formata di punti
esterni a &, ciod di punti per noi non reali, che chiameremo
secondo 1’uso punti « ideali ».

Ora se sono date due coppie di rette ab ed a'd’ per due
punti P o P’ e gli angoli ab ed a't’ sono wguali, ogni movi-
mento che porti ab su &' porters anche la polare di P su
aquella di P’ ed i segmenti « ideali » 4Bed 4B  uno sull’ alfro,
e viceversa.

Queste osservazioni of serviranno subito per determinare
i oriterii di wuguaglianza dei triangoli sul nosfro « piane ».
Come abbiamo gid avvertito valgono su di esso tutte le pro-
posizioni di geometria euclidea che non dipendano dal posta-
lato V di Evcripe; in particolare valgono quindi i criterii
di ngunaglianza tra i friangoli della geometria elementare ed i
teoremi che ne eonseguono. Ma, analogamente a quanto sme-
cede per la sfera, vale anche un quarto eriterio di uguaglianza
che afferma I’ uguaglianza di due triangoli di cui siano uguali
gli angoli corrispondenti., Basta pensare che accanto ad ogni
triangolo 4B esiste anche un trilatero polare « ideale » abe
formato dalle polari dei « punti » ABC esterne a k e che,
per Voaservaziorie che abbiamo fatfa, il 1V criterio sul triangolo
ABC st riduce al III (uguaglianza dei lati corrispondenti} per
il trilatero polare ¢ ideale ». Deduciamo gquindi la conseguenza
importantissima che sul nostro « piano », analogamente a quant,
succede sulla sfera, non esistono trasformazioni per similito.
dine, in quanto due triangoli (e quindi anche due poligoni
" qualungque) che hanno angoli uguali sono sempre sovrapponi-
bili. Siamo di qui portati a pensare che esista uno stretto
legame ira gli angoli di un poligono e la sua area, legame
che vedremo immediatamente -piltt davvicino.

Anzitutto definiamo, anche sul nostro « piano », « equiva-
lenti » due figure che siano scomponibili nello stesso numero
di parti a due a due ugnali, Consideriamo ora un triangolo
ABQ; fissato sul « piano » un senso positivo di rotazione, per
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s.: il solito semso antiorario, al triangolo 4BC poiremo at-
tribuire un segno, a seconda che il perimetro, percorso nel-
Pordine soritto ABC risulti sul « piano » percorso in senso
concorde o discorde a quello fissato come positivo. Mandando
la « perpendicolare » AH da A
al lato opposto (v. fig. ) otte-
niamo due triangoli ABH ed
AH(Q tali che ABC & la loro
sommas; i due triangoli sono ret-
tangoli in H e potremo limi-
tarci a studiarne wuno, per es,
/ . ABH.

Cerchiamo di ealcolare la

B H e« somma degli angoli di quest’ ul.

Pig. 5. timo; dal punto medio M di 4B
mandiamo la « perpendicolare »

MK ad AH e da B la « perpendicolare » BL ad MK. I due
triangoli AMK e BLM sono rettangoli in It e K e si dimo-
strano facilmente uguali per un “noto eriterio relativo ai tri-
angoli rettangoli. Quindi il quadrangolo BHKL rettangolo in
HKL risulta « equivalente » al triangolo 4BH e la somma dei
suoi angoli risnlta data da quella di ABH pit i due retti
che nascono in K ed L.

Cerchiamo allora la somma degli angoli di BHKL; una
semplice ispezione della fig. 6 mostra che tale somma non
pud valere 4 retti perché 1’angolo in B non pubd risultare retto,
dato che BL, passando per il polo di- LK non pud passare
per quello di BH. I angolo in B ® guindi minore di un retto,
la differenza essendo rappresentata dall’angolo B’BB"; quindi
anche la somma degli angoli di ABH vale meno di due reffi,
la differenza tra due retti ed essa essendo ancora rappresen-
tata dall’angolo B'BR".

Ora si verifica immediatamente che I’angolo BBB =18 &
propric I'angolo di cui rismlta ruotato al ritorno un vettore
che sia trasportato per « equipollenza » lungo il ciclo chiuse
BHKLB. Infatti, poiché il trasporto per « equipollenza » deve
conservare gli angoli, scegliamo il vettore BB’ ortogonale a
BH e trasportiamolo lungo BHKLZE (si osservi che in figura
& tenuto conto della sola divezione dei vettori rappresentati);

A
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«ss0 andry snccessivamente in FH’ poi in KXK', in LL' e in-
fine riporterd in BB" ruotato di & rispetto a BE'.

Ora & chiaro che questi angoli & di cui risultano ruotati i
vettori trasportati per « equipollenza » lungo cicli chiusi, sono
nguali per cicli uguali, e che 1"angolo corrispondente al cicle
somma di due risulta essere la somma degli angoli che com-

Fig. 6.

petono ai cicli addendi. Tanto basta per concludere che gli
angoeli § si comportano come le aree dei cicli e che le aree di
due poligoni risultano sempre confrontabili, in guanto lo sono
due angoli 3, Applicando anche a questo caso un ragionamento
gih acoennato al § 2, potremo dire che & costante il rapporto
tra I"'angolo 3 relativo ad un ciclo e 'area o del ciclo stesso,
il rapporto risultando una costante essenzialmente negativa,
giacché abbiamo verificato essere & < 0. Ponendo qguindi
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&lo = — 1/R* potremo chiamare :Tl la curvatura costante dek

nostro « piano » iperbolice. Anzi scegliendo opportunamente-
I’unitad, potremo senz’altro assumere come misura delle aree
stesze 1’angole & mutato di segno.

Un esempio delle proprietd che consegunono da guanto ab-
biamo dimostrato, & il teorema affermante che nel « piano » 'area
di un triangolo non pud crescere oltre ogni limite, ma ammette-
un massimo, tutti i friangcli di area massima essendo tra lore
uguali. Essi infatii sono evidentemente quelli aventi i tre-
verfici su %;ogni lato risultando allora « parallelo » agli altri
due, gli angoli sono da ritenersi tutti e tre nulli e 1'area
assume il fmassimo valore misurato da due retti. L’ uguaglianza
di due tali triangoli si deduce poi immedijatamente dalla esi-
stenza ed unicitd della proiettivith che porta tre punti ABC
di k in altri fre punti pure su k.

Abbiamo cosl raggiunto lo scopo che ¢i siamo proposti, di
dare cio® in breve una illustrazione delle proprieta salienti
del piano iperbolico come superficie a curvatura costante ne-
gativa, mostrando in pari tempo un semplice modello di me-
todi e di enti che hanno tanta importanza nelle teorie di geo-
metria differenziale.
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