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per H, come le costruzioni della fig, 3 mostrano senza bisogno
di commento.

Siamo ora in grado di assegnare le costruzioni che realis-
zano - il trasporto per ¢ equipollenza » nel nostro « piano »;
infatti dati due « punti » P ¢ P’ esiste una linea che & uni.
vocamente determinata da essi ed & la « retta » che li con-
ginnge. Si verifica facilmente che la « retta » & proprio la
geodetioca congiungente P con P’, perché realizza il minimo
percorso tra i due punti, essendo minore di qualunque alira

Fig. 2. Fig. 3.

spezzata, e quindi di qualungue eurva regolare, che abbia gli
stessi estremi. Valgono infatti per il mnostro ¢ piano » tufti i
teoremi indipendenti dal V postulato di EUCLIDE (unicith dglla
paraliela) ed in particolare quindi il teorema che afferma es-
sere un lato di un triangolo minore della somma degli altri
due, da cuni segue immediatamente, come & noto, la proprietd
di minimo posseduta dal segmento congiungente due punti.
Diciamo MN i punti in cvi la PP’ interseca %k ed O il polo
di r rispetto a k (v. fig. 4); conginngiamo P con O e sia A4
una delle intersezioni di k con la PO {« perpendicolare » ad v
in P); congiungiamo anche P’ con O e delle due intersezioni
di K con la P'O diciamo 4’ quella che sta sul segmento de-
terminato da MN su %k che contiene 4. Allora il nostro « mo-
vimento s, che potremo chiamare una « traslazione » ¢ in cui
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la « retta » PP’ scorre su sé stessa, & dato dalla omografia
subordinante su k la proiettivitd che porta M, N, 4 in M, N, 4"
TFale proiettivitd si costruisce subito badando che MY & I’ asse
di collineaszione. Sia PQ il segmento che si vuol trasportare
e diciame B l'intersezione di P@Q con % che sta sul segmento
MAAN di k stessa; allora AB ed A'B dovranno incontrarsi
sull’asse di collineazione e quindi #'B’ ci fornira la direzione
del vettore trasformato. Per trovare ¢ basterd congiungere

Fig, L

pe® es. @ con N e trovare il corrispondente del punto C' inter-
sezione di QN con K. Abbiamo avvertito esplicitamente che 4’
deve stare_in guello dei due segmenti in cui & & divisa da MN
in cui giace A. Se avessimo preso per 4  I'altro punto in cui
P'0 interseca & non avremmo ottenuto la « traslazione » ¢ ma
il prodotio di ¢ per il « ribaltamento » di asse r, ciod§ avremmo
ottenuto il « simmetrico » di P'Q' rispefto ad r.

§ IV. - Ugnaglianza ed equivalenza.

Prima di trattare dei criterii di wguaglianza dei triangoli,
ricordiamo che se un punto P ed una retfa p sono polo e polare
rispetto a %, I’involuzione delle refte coniugate per P si ot
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tiene proiettando I'involuzione dei punti coningati sm p e vi-
ceversa. In particolare le tangenti a k& per P si ofterranno
proiettando i punti MN intersezioni di p con k. Detti AB due
punti di p ed o, & le rette che li proiettano da P i birapporti
MNAB ed (mnab) saranno uguoali. Nel caso in cui P sia in-
terno a k saranno immaginarii coningati i punti MN come Je
tangenti mn, e la retta polare p di P sara formata di punti
esterni a &, ciod di punti per noi non reali, che chiameremo
secondo 1’uso punti « ideali ».

Ora se sono date due coppie di rette ab ed a'd’ per due
punti P o P’ e gli angoli ab ed a't’ sono wguali, ogni movi-
mento che porti ab su &' porters anche la polare di P su
aquella di P’ ed i segmenti « ideali » 4Bed 4B  uno sull’ alfro,
e viceversa.

Queste osservazioni of serviranno subito per determinare
i oriterii di wuguaglianza dei triangoli sul nosfro « piane ».
Come abbiamo gid avvertito valgono su di esso tutte le pro-
posizioni di geometria euclidea che non dipendano dal posta-
lato V di Evcripe; in particolare valgono quindi i criterii
di ngunaglianza tra i friangoli della geometria elementare ed i
teoremi che ne eonseguono. Ma, analogamente a quanto sme-
cede per la sfera, vale anche un quarto eriterio di uguaglianza
che afferma I’ uguaglianza di due triangoli di cui siano uguali
gli angoli corrispondenti., Basta pensare che accanto ad ogni
triangolo 4B esiste anche un trilatero polare « ideale » abe
formato dalle polari dei « punti » ABC esterne a k e che,
per Voaservaziorie che abbiamo fatfa, il 1V criterio sul triangolo
ABC st riduce al III (uguaglianza dei lati corrispondenti} per
il trilatero polare ¢ ideale ». Deduciamo gquindi la conseguenza
importantissima che sul nostro « piano », analogamente a quant,
succede sulla sfera, non esistono trasformazioni per similito.
dine, in quanto due triangoli (e quindi anche due poligoni
" qualungque) che hanno angoli uguali sono sempre sovrapponi-
bili. Siamo di qui portati a pensare che esista uno stretto
legame ira gli angoli di un poligono e la sua area, legame
che vedremo immediatamente -piltt davvicino.

Anzitutto definiamo, anche sul nostro « piano », « equiva-
lenti » due figure che siano scomponibili nello stesso numero
di parti a due a due ugnali, Consideriamo ora un triangolo
ABQ; fissato sul « piano » un senso positivo di rotazione, per
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s.: il solito semso antiorario, al triangolo 4BC poiremo at-
tribuire un segno, a seconda che il perimetro, percorso nel-
Pordine soritto ABC risulti sul « piano » percorso in senso
concorde o discorde a quello fissato come positivo. Mandando
la « perpendicolare » AH da A
al lato opposto (v. fig. ) otte-
niamo due triangoli ABH ed
AH(Q tali che ABC & la loro
sommas; i due triangoli sono ret-
tangoli in H e potremo limi-
tarci a studiarne wuno, per es,
/ . ABH.

Cerchiamo di ealcolare la

B H e« somma degli angoli di quest’ ul.

Pig. 5. timo; dal punto medio M di 4B
mandiamo la « perpendicolare »

MK ad AH e da B la « perpendicolare » BL ad MK. I due
triangoli AMK e BLM sono rettangoli in It e K e si dimo-
strano facilmente uguali per un “noto eriterio relativo ai tri-
angoli rettangoli. Quindi il quadrangolo BHKL rettangolo in
HKL risulta « equivalente » al triangolo 4BH e la somma dei
suoi angoli risnlta data da quella di ABH pit i due retti
che nascono in K ed L.

Cerchiamo allora la somma degli angoli di BHKL; una
semplice ispezione della fig. 6 mostra che tale somma non
pud valere 4 retti perché 1’angolo in B non pubd risultare retto,
dato che BL, passando per il polo di- LK non pud passare
per quello di BH. I angolo in B ® guindi minore di un retto,
la differenza essendo rappresentata dall’angolo B’BB"; quindi
anche la somma degli angoli di ABH vale meno di due reffi,
la differenza tra due retti ed essa essendo ancora rappresen-
tata dall’angolo B'BR".

Ora si verifica immediatamente che I’angolo BBB =18 &
propric I'angolo di cui rismlta ruotato al ritorno un vettore
che sia trasportato per « equipollenza » lungo il ciclo chiuse
BHKLB. Infatti, poiché il trasporto per « equipollenza » deve
conservare gli angoli, scegliamo il vettore BB’ ortogonale a
BH e trasportiamolo lungo BHKLZE (si osservi che in figura
& tenuto conto della sola divezione dei vettori rappresentati);

A
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«ss0 andry snccessivamente in FH’ poi in KXK', in LL' e in-
fine riporterd in BB" ruotato di & rispetto a BE'.

Ora & chiaro che questi angoli & di cui risultano ruotati i
vettori trasportati per « equipollenza » lungo cicli chiusi, sono
nguali per cicli uguali, e che 1"angolo corrispondente al cicle
somma di due risulta essere la somma degli angoli che com-

Fig. 6.

petono ai cicli addendi. Tanto basta per concludere che gli
angoeli § si comportano come le aree dei cicli e che le aree di
due poligoni risultano sempre confrontabili, in guanto lo sono
due angoli 3, Applicando anche a questo caso un ragionamento
gih acoennato al § 2, potremo dire che & costante il rapporto
tra I"'angolo 3 relativo ad un ciclo e 'area o del ciclo stesso,
il rapporto risultando una costante essenzialmente negativa,
giacché abbiamo verificato essere & < 0. Ponendo qguindi
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&lo = — 1/R* potremo chiamare :Tl la curvatura costante dek

nostro « piano » iperbolice. Anzi scegliendo opportunamente-
I’unitad, potremo senz’altro assumere come misura delle aree
stesze 1’angole & mutato di segno.

Un esempio delle proprietd che consegunono da guanto ab-
biamo dimostrato, & il teorema affermante che nel « piano » 'area
di un triangolo non pud crescere oltre ogni limite, ma ammette-
un massimo, tutti i friangcli di area massima essendo tra lore
uguali. Essi infatii sono evidentemente quelli aventi i tre-
verfici su %;ogni lato risultando allora « parallelo » agli altri
due, gli angoli sono da ritenersi tutti e tre nulli e 1'area
assume il fmassimo valore misurato da due retti. L’ uguaglianza
di due tali triangoli si deduce poi immedijatamente dalla esi-
stenza ed unicitd della proiettivith che porta tre punti ABC
di k in altri fre punti pure su k.

Abbiamo cosl raggiunto lo scopo che ¢i siamo proposti, di
dare cio® in breve una illustrazione delle proprieta salienti
del piano iperbolico come superficie a curvatura costante ne-
gativa, mostrando in pari tempo un semplice modello di me-
todi e di enti che hanno tanta importanza nelle teorie di geo-
metria differenziale.
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