Sulla introduzione del concetto
di ordinamento di un insieme

1. - Da vario tempo e da molte parti si avanzano proposte
‘per la adozione di nuovi criteri di ingegnamento della Matematica
nella scuola; molte di tali proposte prevedono che all’insegnante,
durante T'ultimo anno dei Licei, sia data facolta di ritornare
criticamente su qualecuno dei capitoli svolti precedentemente in
forma non completamente rigorosa, per educare gli allievi alla
impostazione assiomatica che & propria della Matematica moder-
na e alla deduzione razionale con le regole della logica formale.
Ci & parso quindi non Inutile offrire alla meditazione degli
ingsegnanti un sistema di assiomi con 1 quali si pud introdurre il
concetto di ordinamento in un insieme, a cui si vuole attribuire
la proprietd di un continuo aperto ad una dimensione, topologi-
camente equivalente alla retta euclidea.

Esporremo la introduzione del concetto di «ordinamento »
facendo uso metodico dei simboli della logica matematica, per
offrire agli insegnanti la possibilith di un certo materiale di
esempi, dei quali si possono valere per la applicazione delle
regole di-tale doftrina, che acquista ogni giorno maggiore im-
portanza nella Matematica moderna.

Adotteremo le notazioni di logica simbolica dalla scuola di
Hilbert, recentemente usate in opere scritte in italiano (%).

(1) Cfr. HE. Casarr, Lineamenti di logice matematica, Milano, 1960.
Segnaliamo al Lettore qualche altra opera in italiano, che tratta di logica
matematica: A. PasQuinNernni, Infroduzione alle logica simbolice, Torino,
1957; B. Nacer e J. R. NewwMmaw, La prove di Gddel, Torino, 1961;
W. V. 0. Quing, Manuale &i logice, Milano, 1960; B. W. Berm, [ fonda-
menti logici della matematica, Milano, 1963; B. Acazzi, Introduzione ai
problemi dell’'assiomutice, Milano, 1961; E. Acazzi, La logica simbolica,
Brescia, 1964.
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Tuttavia avremo cura di tradurre il pitt spesso possibile le
formule nel linguaggio ordinario, in modo che il Lettore possa
prendere familiaritd con la logica simbolica e cen le sue regole.

In particolare indicate con p, g, r ... delle proposizioni, in-
dicheremo col simbolo

—-p che leggeremo spesso «non p»

la. proposizione che ¢ vera quando p & falsa ed & falsa quando
p é vera; indicheremo con

pv g che leggeremo spessc « p oppure q »

la proposizione (spesso chiamata «disgiunzione » o anche «som-
ma logica» di p e g) che & vera se almeno una tra le due propo-
sizioni p oppure g & vera; indicheremo col simbolo

PAg che leggeremo spesso ¢« p e ¢ »

la proposizione (spesso chiamata « congiunzione » o anche «pro-
dotte logico » di p e q) che é vera nel solo caso in cui entrambe,
la p e la g, siano vere, falsa in tutti gli altri casi; indicheremo
col simbolo

p—>q che leggeremo spesso « p implica g » o anche «se
p allora g»

la proposizione (spesso chiamata «implicazione materiale ») che
& falsa nel sclo caso in cui sia vera p e falsa g, vera in tutti
¢li altri casi; infine indicheremo col simbolo

p <« q che leggeremo spesso « p equivalente a g »

la proposizione che & vera soltanto se p e ¢ sono insieme vere
oppure insieme false, falsa mnel caso in cui p e q siano l'una
vera e l'altra falsa ().

Ricordiamo inoltre alecune formule noteveli cui ¢i dovremo
riferire in seguito: si tratta delle cosiddette «leggi di Dm Mor-

(2) Non entriamo qui nella discussione sulla opportunitd del nome di
«implicazione » che viene dato alla proposizione p_sy ¢, e di quello di
¢« equivalenza » che viene dafto alla proposizione p ., ¢; per ftutto questo
rimandiamo alla bibliografia che abbiamo eitato.
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GAN » (%), che si esprimono mediante le formule

( ~(pVvag)—Pr—qg

1
i { —~(prg)o—PV—g

della relazione
(2) —(=p)op

che ricorderemo spesso come «legge della "doppia negazione »
ed infine della relazione

(3) (P—>q) e (—pVa)

che lasciamo al Lettore verificare per esercizio.

Ovviamente i simboli che abbiamo convenuto di indicare com
«V®» e con «A» possono essere considerati come simboli di
operazioni che operano su proposizioni: tali operazioni hanno ben
note propreta formali, analoghe alle operazioni di una algebra
di Boorm: proprietd commutativa:

(4) PVg e qyvp; PAG < gAp.
Proprieta associativa:

(Pv@)vrpvigvr)

(5) :
(PAG)AT < PA(GAT).
Proprieta distributiva:
(6) { (Pv@)ar < (par)v(gar)

| (Prg)vr« (pvr)a(gvr).

Infine useremo le abituali indicazioni per i quantificatori
esistenziali ed universali; precisamente, indicando per es. com
P(x) una forma proposizionale aperta (cioé una espressione su-
scettibile di divemire wuma proposizione quando alla variabile a
sia sostitnito il nome di un elemento appartenente ad un certo:

(¢) Secondo la denominazione abituale, chiameremo leggi logiche le
proposizioni composte che risultano vere quali che siano i valori di verit
delle proposizioni componenti.
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universo di discorso; per es. la forma proposizionale « # & primo »
suseettibile di diventare una propogizione vera o falsa quando al
posto di # sia sostituwita la cifra che denota un numero intero)
useremo le notazioni:

P (o) che leggeremo «esiste almeno un elemento
"‘L’ LY
x tale che P{z) & vera»
che leggeremo «per ogni elemento # & ve-
VmP(Q?) f=t e} l g
, ra P(x)».

2. - I dato un insieme & e siano x, v, 2, ... certi suoi elementi.
Supponiamo che gia nota una relazione di «identitd » tra ele-
menti di o, relazione che denotiamo col simholo abituale

=y

leggendo <« coineide con y»; per la relazione di «identitd »
supporremo note le pfopriet;‘a formali classiche: riflessiva, sim-
metrica, transitiva.

Useremo pure la notazione abituale

oty

leggendo «# & diverso da y» per indicare che non sussiste la
relazione di identitd tra i due elementi # ed y, ciod per sosti-
tuire la notazione

— (2=p).

Indichiamo con «§ » il simbolo di una relazione tra elementi
di J, simbolo che converremo di scrivere tra i simboli di due
elementi di &J come segue:

() a8y,

Potremmo convenire di leggere la formula (7) per es. con le
parole «z precede y»; occorre tuttavia sempre tener ben pre-
sente il pericolo che T'uso del linguaggio ordinario, col suo ine-
vitabile richiamo ad un contenuto intuitivo, possa trascinare lo
studioso a ritenere  per «evidenti» certe proprietd che invece
devono essere rigorosamente dimostrate.
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La relazione «& » sard caratterizzata dagli assiomi (%) che
enunceremo qui di seguito e per essa varranno i teoremi elemen-
tari che dedurremo a titolo di esempio.-

Ax. 1
(z=1) —=>—(28y).

Se @« coincide con ¥ non pud essere vero che @ precede y.

In altre parole la relazione « & » non & riflessiva.
Segue di qui immediatamente il

Tror. 1.1
(2=y) = — (yS ).

La dimostrazione pud essere considerata come un utile
esercizio di logica formale: osservando che I'asgioma 1 & valido
indipendentemente dai nomi degli enti che figurano nell’enunciato,
potremo applicare la «regola di sostituzione », sostituendo ad
una lettera un’altra in ogni poste in cui la prima compariva;
cosi s ottiene, sostituendo # ad ¥, in ogni posto in eui questa
lettera compariva, la enunciazione dell’Ax. 1 nella forma:

(2=2) == (28=).

Applicando un’altra volta le stesse considerazioni si giunge,
sostituendo la lettera ¢ alla # nella enunciazione precedente, alla
forma

(y=2) > (¥8=);
ed infine, sostituendo la lettera # alla # si giunge alla forma
(y=2) == (y8x).

Di qui si ha immediatamente ’enunciato del teorema, ricor-
dando la proprietda simmetrica della relazione di identitd (%).

(4) Usiamo il termine di «assiomi», secondo l'abitudine, per indicare
delle proposizioni che vengono date senza dimostrazione, all’inizio di una
teoria. ;

(5) Abbiamo voluto qui seguire il rigoroso ma abbastanza tedioso
procedimento di sostituire una lettera alla volta, per evitare qualunque
pericolo di confusioni; si noti tuttavia che in questo caso al feorema si
potrebbe giungere in modo pin sbrigative semplicemente scambiando tra
loro le lettere # ed ¢ e poi temendo conto della proprieti simmetrica della
relazione di identita.
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Ax, 2

(#8y) A (y82) — (28=).

Se @ precede y, ed y precede z, allora « precede z: la rela-
zione « & » & transitiva.
Segue dai due assiomi prima enunciati il teorema

Teor. 2.1
—{(@8y) A (y8x)}.

non pud contemporaneamente essere che » preceda y e che y
preceda . ;
La dimostrazione si ottiene in bhase alla nota legge logica

(8) {(P>g)A=q}—>—p (°);
prendiamo come proposizione p la seguente:

(9) (8y) A (y82) A (r=7);

(6) Diamo qui a titolo di esercizio la dimostrazione della (8); si parte
dalla proposizione, sempre vera gualungue sia la proposizione r:

—rYy r;

sostituendo al posto della »r la proposizione — pV g sl ha

= (—pVe)V({—pVa)
da cui, applicando anzitutto la proprieth commutativa espressa dalla
prima delle (4) e poi la proprietd associativa espressa dalla prima delle
{5) si ha la proposizione equivalente

[m(=pVae)Vaelyv —p;
ora, per la (3), questa proposizione pud essere sostituita dalla seguente,
a lei equivalente -

= [—(—p Vg Vg —>—p
#d applicando la seconda legge di Dr Morcax e la legge della doppia

negazione si pud scrivere al posto della proposizione precedente quella
a lei equivalente:

[(—pVaglA —gl— —p

2d infine, ancora per la (3), si ha la (8).
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osserviamo ora che, per PAx. 2 la proposizione
(10) (@8y) n (y82)

implica #8=z; si ha quindi

esgendo g la proposizione
(282) A (2=2).

Ma questa proposizione & negata dallAx. 1; questo infatti
¢ stato enunciato nella forma

u——t

essendo u la proposizione (#=y) e £ la proposizione #8y; ma
per la (3) si ha

(0 ——t) & —uv—t
¢ per la seconda legge di De Morcan si ha
—uv—t €-‘)—|(u ,v'\tJ

Risulta quindi essere falsa la proposizione (9), la quale si
riduce a quella negata nell’enunciato del teorema quando si
sostituisca alla lettera = la lettera @, che rappresenta un ele-
mento identico a quello denominato con la lettera z.

Quando si sono enunciati gli assiomi di una teoria, & neces-
sario accertare la loro indipendenza: si tratta di constatare che
nessun assioma & deducibile da quelli che lo precedono, e tale
constatazione si fa abitualmente, come & noto, trovando un’inter-
pretazione degli assiomi che soddisfi a tutti gli assiomi prece-
denti quello considerato e mon a quest’ultimo.

La ricerca di insiemi che soddistano ad aleuni soltanto ma
non a tutti gli assiomi & sempre un utile esercizio di logica
applicata: dal punto di vista didattico pud apparire interessante
ed efficace la ricerca di insiemi cosiffatti dopo la enunciazione
di ogui assioma, cosi come noi faremo qui, dando alcuni esempi
che I'insegnante avra cura di meltiplicare. :
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Cosi, con riferimento agli Assiomi 1 e 2, si puo verifi-

care che il secondo € indipendente dal primo con il seguente
esempio:

se come insieme o si prende Pumanitd e come velazione »&y

si prende la relazione: «# & padre di y» chiaramente®e seddi
sfatto 1 ma non 2.

Ax. 3

(2y) = (#8y) v (y ).

Se due elementi # ed y non coincidono allora deve valere
una almeno delle due relazioni @8y oppure ySa.

I’Ax. 3 potrebbe essere chiamato per es. ¢ assioma di com-
parabilitd »; esso infatti afferma che dne elementi distinti del-
Pingieme & sono sempre ¢ comparabili » rispetto alla relazione 8.
Varie denominazioni sono usate dai vari Autori per denominare
una relazione per la quale valga I'assioma ora enunciato; per es.
una relazione che goda delle proprieta finora enumnciate per la
relazione § & chiamata «connessa» (7); oppure un insieme per
gli elementi del quale valgano proprietd analoghe a quelle finora
postulate da noi per linsieme & viene chiamato «totalmente
ordinato» (®).

La indipendenza dell’ Ax. 3 dai precedenti 8i verifica molto
facilmente sui seguenti esempi elementari:

a) si assuma come insieme J Pinsieme dei numeri naturali
(interi positivi escluso lo zero) e si dia alla relazione »8y il
seguente significato: y & multiplo di @ secondo un numero mag-
giore di 1. Allora si verifica subito che sono soddisfatti entrambi
gli assiomi 1 e 2 ma non 3, percheé, presi per es. due numeri
primi, tra essi non sussiste né la relazione =8y ne la y8z
secondo il significato che le abbiamo qui conferito.

b) Si assuma come insieme & Vinsieme delle parti (in-

gleme dei sottoinsiemi) di un insieme ¥ e si dia alla relazione

(7) Cfr. p. es. B, CarnNap, Hinfiihrung in die symbolische Logik (2* ed.,
Vienna, 1960) - § 381 c.

(&) Cfr. per es. P. Duprein. & M. L. DUBI&EIL—JAOO'l‘Iﬁ, Lecons d4’Al-
gebre moderne (Parigi, 1961) - Cap. V.
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a@y i1 significato che si da alla relazione abitualmente espressa
dal simbolo

{11) rCy,
cioe 28y indichi che il sottoinsieme » & eontenuto come parte
propria nel sottoinsieme y di H. E chiaro anche in questo ecaso
che prese due qualunque parti di J pud avvenire che nessuna
sia una parte dell’altra; si verifica d’altronde molto facilmente
che per la relazione (11) valgono gli assiomi 1 e 2.

¢) 8i assuma ancora una volta come insieme J Pumanitd e
si dia alla relazione «8y il significato: «« & antenato di y»;
¢ chiare anche in questo caso che sono scddisfatti gli assiomi 1
e 2 ma che non ¢& soddisfatto 8. '

d) Bi assuma come insieme 3 Uinsieme delle coppie ordi-
nate di numeri interi = (x,, x,), y=(y,, ¥.) convenendo che sl
abbia

r=y
se e soltanto se
=Y ed =Y,
e che si abbia
T8y
se @
», < &y

ancora una volta si constata che per un insieme cosiffatto val-
gono gli assiomi 1 e 2 ma mon 3. Infatti due coppie che
abblano uguali i primi elementi ma diversi i secondi non sono
comparabili a termini della definizione perché mon =i pud dire
che coincidano né che una preceda 1’altra, nel senso che abbiamo
dato alla relazione 28y,

L’insegnante pud orientarsi con l'immagine fornita da un
reticolato di « coordinate cartesiane » considerando come elemen-
ti di & i punti del piano a coordinate entrambe intere, e conve-
nendo che un punto ¢ preceda » un altro se la parallela all’asse
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delle ordinate su cui sta il primo & a sinisira di quella su cui
sta il secondo. Ovviamente, se due punti non sono coincidenti ma
stanno sulla medesima parallela all’asse delle ordinate, di essi
non si pud dire nulla.

3. - In base a cid che é stato enunciato fin qui, si pud dimo-
gtrare che, considerati due elementi gualunque # ed y apparte-
nenti all’insieme g, deve essere vera una ed una sola delle tre
proposizioni seguentf -

T =1y; z8y; y8z.

Per esprimere questo fatto mediante il formalismo della lo-
gica simbolica, indichiamo rispettivamente con p, g, r le tre
proposizioni sopra enunciate; avremo allora il

TrorEMA 3.1

(PvgVvr)a—(PAG) A= (@AT) A= (P AT).

Svolgeremo la dimostrazione in forma simbolica, a titolo di
esercizio. S8i noti anzitutto che l'enunciato del teorema risulta
dalla congiunzione di quattro proposizioni; occorre quindi di-
mostrare la veritdh di ognuna di queste.

Per quanto riguarda la prima, si ha che essa consegue im-
mediatamente dall’enunciato dell’Ax. 3; infatti, con i simboli
qui adottati tale assioma pud essere seritto nella forma

—p—>(gvr)

e, per la (3) e per la legge della doppia negazione, questo enun-
ciato & equivalente al seguente

pvigvr);

e questa proposizione, per la associativitd della operazione che

abbiamo indicata con il simbolo «v », & equivalente alla prima
parte dell’enunciato del teorema.

Per quanto riguarda le altre proposizioni che entrano nel-
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Penunciato del teorema si osservi anzitutto che I’Assioma 1 puo
essere scritto nella forma

(12) P—>—q

con i simboli ora usati; inoltre il Teor. 1.1 pud essere enunciato
con la formula

(13) P —>-r.
Ora per la (3) le proposizioni (12) e (13) sono equivalenti alle
—pV—qg e —pV—ar

rispettivamente; e queste, per le leggi di DE MorgaN sono equi-
valenti rispettivamente alla

(14) —(pAq) e —(PAT);

infine il Teor. 2.1 pud essere enunciato nella forma
(15) —(gaAr).

Risulta pertanto dimostrata la seconda parte dell’enunciate
del Teorema, parte che consiste nella enunciazione contempora-
nea delle tre proposizioni (14) e (15).

4. - Procediamo ulteriormente nell’enunciazione degli assiomi
che caratterizzano la velazione §; si ha

Ax, 4

v mz{28z].

Qualunque gia l'elemento &, esiste almeno un elemento 2z
tale che vale la relazione 8z,

Esprimendoci in forma meno rigorosa, per quanto forse sug-
gestiva, si potrebbe dire che non esiste nell’insieme un elemento
che, rispetto alla relazione &, sia «ultimo » elemento.

Per constatare la indipendenza dell’Ax. 4 dai precedenti
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sceglieremo, tra i tanti possibili, il seguente esempio:

se come insieme & si assume un intervallo di numeri razio-
nali chiuso a destra, per es. si prendono tutfti i numeri tali che sia

1< =<2

e si conviene che sia 28y quando e solo quando ¢ # < y, valgono
gli assiomi 1, 2, 3 ma mnon 4. Infatti per #=2 non & vero
che in J esigste un z tale che 28z.

Ax. b
v gz |28z

Qualunque sia @, esiste in ¢ almeno un elemento z che pre-
cede @; esprimendoci in forma meno rigorosa, per quanto forse
piu suggestiva, si potrebbe dire che non esiste nell’insieme ¢ un
elemento che sia il «primo » rispetto alla relazione §.

Per constatare la indipendenza dell’Ax. 5 dai precedentl
si pud seguire un procedimento analogo a quello che abbiamo
seguito per constatare la indipendenza delPAx. 4:

se per o si assume un intervallo di numeri razionali chiuso
a sinistra, per es. Pinsieme dei numeri razionali tali che sia

1<e<?2

e si da alla relazione a8y il significato di «# < ¥ » valgono tutti
gli assiomi da 1 a 4 ma non vale 5.

Ax. 6

3y —>mqz{e8:as8y).

Dati due elementi qualsiasi @ ed y, se si ha a8y, allora esiste
almeno un elemento z tale che contemporaneamente si ha 28z
e 28y : esprimendoci in forma mene rigorosa ma forse pitl sugge-
stiva potremo dire che z sta tra « ed y.

La constatazione della indipendenza dell’Ax. 6 dai prece-
denti si consegue facilmente con un esempio elementare: infatti

se come insieme & si assume quello di tutti i numeri interi
(positivi e megativi) e si ‘conviene che sia 8y quando e solo
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quando ¢ # <y =i ha che sono soddisfatti tutti gli assiomi da 1
a b ma non 6: infatti tra due interi consecutivi non sta
nessun altro intero.

Come & noto, un insieme che soddisfi alPAx. 6 viene chia-
mato «denso» (°); tale & per es. ’ingieme di tutti i numeri ra-.
zionali. Si verifica anche facilmente che I’insieme formato da
tutti i numeri razionali di un intervallo aperto, quando si con-
venga che sia 28y se e soltanto se # < y, soddisfa a tutti gii
agsiomi ora enunciati.

5. - Gli assiomi che abbiamo fin qui enunciati hanno dato
all’ingieme ¢ che consideriamo le caratteristiche di un ingieme
totalmente ordinato (secondo la denominazione che abbiamo ri-
cordato mel § 2) e denso. T possibile attribuire ad un insieme
cogiffatto anche una ulteriore proprieta, e precisamente la con-
tinuitd; enunceremo questo fatto con un enunciato che & la
traduzione di quello eclassico di DepExinp della continuitd della
retta.

Si consideri una classe @ di elementi dell’insieme & e sup-
poniamo che esga possegga le tre seguenti proprieta:

@) contenga almeno un elemento (cioé sia una classe
¢non vuota »);

b) non esaurisca lintero insieme J;

¢) sia tale che ogni elemento che appartiene a @ preceda
ogni elemento che non appartiene a .
In simboli le tre proprietd della classe § si traducono facil-
mente nelle tre propdsizioni seguenti

(@) ; Hx{z€Q} ()
(b) Ayl-(yeQ))
(c) Ve vyll[(z€Q)r = (y€0Q)] — 28y).

(o) Ofr. per es, . (. Forbir, The foundations of euclidean geometry,
Cambridge, 1927.

(10)Rifeniamo che per il Lettore sia famigliare la notazione CLEQ»
ormai universalmente adottata, che esprime il fatto che lelemento ap-
partiene alla classe @; analogamente & chiaro che «—(y € @)» significa
che «l'elemento y non appartiene alla clarse Q ».



~

366  Sulle introduzione del concelto di ordimamento di un insieme

Come & noto, la proprietd di continuitd dell’insieme si enun-
cia postulando che, qualunque sia la classe @ considerata, se essa
possiede le tre proprietd sopra ricordate, esiste un elemento 2
dell’insieme il quale possiede le due proprietd seguenti:

d) ogni elemento che precede 2 appartiene alla classe Q;

[k

e) ogni elemento che & preceduto da z non appartiene
alla classe Q.

In formule queste due proprietd si traducono facilmente nel
modo seguente

(d) vul(udz)— (ueQ))

(e) vwi{(z28w) > (wE€Q)}

Pertanto la espressione in formule della proprietd di conti-
nuitd dell’insieme J porta a scrivere

AR AT
VOl aeead y[—(¥€Q)] A
AVeTy[(@€Q) A=y €Q)— (23y)] —
=g Vul{(ud)— (weQ)Avw{(w)>—(weQ )1} (V).

Anche nel caso dell’Ax. 7 la constatazione della indipen-

(11) 8i osservi che Yenunciato dell’Ax. 7 & formalmente diverso
da quello di tutti gli altri assiomi, perché il quantificatore universale v
figura premesso non soltanto agli elementi dell’insieme § ma anche ad
un simbolo che denota una classe di elementi cosiffatti: & infatti neces-
gario tradurre in simboli la frase che inizia cosi: «¢qgualungue sia la
classe @ di elementi di J ...».

Il Lettore che abbia qualche conoscenza dei problemi della TLogica
matematica avvertith subito che con lenunciato di questo assioma si
passa ad un livello logico superiore, tanto a quello della logica elementare
delle proposizioni non analizzate, quanto a quello della logica dei predicati
e delle relazioni; non intendiamo proseguire oltre in questa discussione,
che richiederebbe analisi delicate e coinvolgerebbe questioni molte im-
portanti, bastando aver segnalato qui il fatto e rimandando il Lettore
che desiderasse essere ulteriormente informato alla letteratura specializ-
zata. sull'argomento. In particolare per una iniziazione in questo campo
segnaliamo di nuove i volumi di E. Acazzr ricordati nella nota (1).
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denza si consegue facilmente con lesempio seguente:

se come. insieme J si assume Pinsieme di tutti i razionali
positivi (escluso lo zero) e si conviene che sia #8y quando e solo
quando sia « <y sono soddisfatti tutti gli assiomi da 1 a 6
ma non 7.

Presa infatti come classe @ quella di tutti i razionali tali
che sia #* < 2, gi dimostra con un ragionamento ormai classico
che nessun elemento 2 dell’insieme possiede le proprietd enunciate
dell’assioma 7.

OssErvazioNE, - Si noterd che nell’enunciato dell’Ax. 7 non
si distingue il caso in cui lelemento 2z, di cui si atferma la
esistenza, appartiene alla classe ¢ da quello in cui non appar-
tiene; lenunciato ¢ quindi valido in ciascuno dei due ecasi. Si
noti ora che dalle proposizioni (d) ed (e) si trae facilmente la
validita delle seguenti

%) v u{(w€Q) = (u=2)v (u8z))

(9) Vw{=(weQ)— (w=2)v (28w)}.

Infatti, qualora si voglia dimostrare per es. la (f) si noti che
per lelemento w, in forza del Teorema 3.1, deve verificarsi una
ed una sola delle tre proposizioni

W= z; u8z; 28w ;
ma se e valida la ipotesi
ueQ

in forza della (e) la terza possibilitd & esclusa e quindi si
ha la (f).

Analoga dimostrazione vale per la (g).

Segue di qui facilmente la wunicitd dell’elemento z di cui
PAx. 7 afferma la esistenza: consideriamo infatti un altro

r

elemento 2 e supponiamo che sia

(16) pkd ;
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allora, in forza del Teorema 3.1 deve essere
(282") v (¢ §2).
Supponiamo che si abbia
(17) 282 ;
in forza dell’Ax. 6, esiste un elemento 2" tale che si abbia
(2827) A (27 8%).
Ora in forza della proprieta (e), si ha
(18) (282") > (27€0Q)

~

ma, supposto che 2 soddisfi all’Ax. 7

proprietd (d) si ha

ingieme con @, per la

{(19) ; (2782) — (2" €Q);

le due tesi (18) e (19) sono contradditorie e quindi la ipotesi (17)
non pud essere valida; in modo analogo si dimostra che non puod
sussistere la ipotesi

&8z

e di conseguenza viene dimostrata falsa la (16) (*2).

6. - A titolo di esercizio, dimostriamo qui il teorema fonda-
mentale di ogni continuo totalmente ordinato, teorema il quale
afferma che ogni sottoinsieme che abbia le due seguenti proprieti:

i) di .non essere vuoto,

ii) di essere superiormente 11m1tat0,
ammette un estremo superiore.

Per eseguire la dimostrazione con gli strumenti che abbiamo
adottato, il primo passo consiste nell’esprimere le due proprieti
che abbiamo or ora enunciate con parole del linguaggio comune.

(32) Lasciamo al Letfore la dimostrazione, per esercizio, della legge
logica espressa dalla formula

[(p=ar(p—=> —q)]— —p
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Indicato con R il sottoinsieme, la prima proprietd viene espressa
dalla formula

(1) fz x € B
e la seconda viene espressa dalla formula
(ii) Ayval(z € R)— (8y)1.

Indichiamo con il simbolo sup(R) lelemento che é estremo
superiore della classe R; esso & caratterizzato dal possesso delle
due proprietd seguenti:

iii) ogni elemento che lo segue non appartiene alla classe I¢;
iv) ogni elemento che lo precede precede almeno un ele-
mento di R.

Queste due proprieta si formulano molto facilmente nel

modo seguente: posto

z=sup(R)
si ha che la proprieta (iii) e espressa dalla formula
(iii) vul(u==2) A (4 €R)— (u82)]
e la proprietd (iv) & espressa dalla formula
(iv) Vowl(w8z) — mt {(t€R) A (13t)}].

Per poter applicare IAx. 7 occorre costruire una classe S
di elemenii per la quale valgano le ipotesi che valgono per la
classe () che entra nell’enunciato dell’Assioma stesso. Tale classe
8 viene definita come insieme di tutti gli elementi ¢ che appar-
tengono ad R oppure precedono qualche elemento di R; si avra
quindi

(20) S={t|(t€R)va y[(y €R) A (t8Y)]} (**);

(13) Abbiamo ufilizzato il noto operatore che definisce una classe come
insieme di tutti gli elementi che rendono vera una certa forma proposi-
zionale; indicata con P’(x) una forma cosiffatta, tale classe viene indicata
col simbolo |@|P(z) |, leggendo «insieme di tutti gli # che verifica-
no P(zx) ».

25
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w
-1
o)

ossia

(21) teES < [(tER)VvE Y {(WER) A (E8Y)]].
Segue di qui

(22) —(tES) o (tER) AT Y[(y € R) A (8Y)];

ora in basge al noto schema

—HY[P(W)] < v y[=Py)]

si ha

—qY[(WER) A (t8Y)] & vy[={(WER) A (t8¥)}]

e di qui, per le leggl di Dn Morcan, Vultima proposizione puo
esgere sostituita dalla equivalente

vV yl—(y € R) v (18y)]
e da questa, per la‘ (3) si ha la proposizione equivalente
v yl(y € R) =~ (t8y)].
Pertanto la (22) pud essere scritta nella forma equivalente
(23) —(tES) o (tER) AVY{(yER) >—(18y)}.
Ma per il Teorema 3.1 si ha
—(t8y) < (t=y) v (y&t)
e quindi la (23) pud essere scritfa nella forma

(24) —(t€8) &>~ (tER) AVY[( ER)— (t=y) v (¥81)].

~

Si osservi ora che la fesi dell’ultima implicazione & for-
mata dalla disgiunzione

(t=y)v (y81)
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e che la prima parte di questa, cioé la relazione t=y & sempre
incompatibile con la congiunzione della ipotesi y€R e della
—(tER).

Pertanto la t=vy & sempre falsa e potremo scrivere la (24)
nella forma

(25) —(t€8) o (tER)AVY ((y € R)— (y81)}.

Siamo ora in grado di constatare che per la classe S8 ora
costruita valgono le tre proprietd: a), D), ¢) che possiede ogni
classe € a cui viene applicato I’Assioma 7. La prima proprieta
& immediata conseguenza della (i) che afferma che la classe R
non ¢ vuota e quindi, per la (20), non é vuota neppure la S.

La seconda proprietd é pure immediata conseguenza della (ii);

invero la (ii) afferma la esistenza di almeno un elemento ¢ che
verifica la seguente proposizione

(26) V 2 { (v €R)— (£81)).
Segue di qui, ancora per il Teorema 3.1
- —~(tER)
e confrontando questa e la (21) (con 1& (22) si conclude
—(#€ 8).

Rimane a verificare la proprietd ¢), che si esprime in questo
caso con la formula

Vavy {(® €8 A= (¥ €8) = (28y)};
ricordando le (21) e (22), la ipotesi
(z€E8)A—(yERN)
si pud scrivere nella forma seguente (per scrivere la quale ab-
biamo fatto ripetutamente uso della «regola di sostituzione >

cambiando 1 nomi delle variabili)

tHEER)A (@8)]}A{=(WER) AVU[(uER)— (w8 y)1).
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Questa proposizione indicando con p, g, r rispettivamente
le proposizioni

pER; FI{{ECR)A (281))

—(y €R) Avul(1€R)=> (uy)]
pud essere scritta nella forma
(Pvaglnr

e quindi, applicando la proprietd distributiva della operazione
indicata eon <« A » rispetto a quella indicata con «v »

(PAT)V(gAT).

Dalla congiunzione p ar segue subito 8y perché si ha, in
forza di uno schema noto

vul(u€R)— u8y)] — [( € B) — (#8y)].

Dalla congiunzione g Ar, che si traduce qui nella
FE{(TER)A (280} A=y ERYAvU{(WER)— (uy))
sostituendo in particolare ¢ al posto di « si trae immediatamente
(@80 A (t8)

da cui la tesi 8y in forza dell’Ax. 2.

Resta pertanto dimostrato che la classe 8 che abbiamo defi-
nito con la (20) possiede tutte le proprieti possedute da ogni
classe § a cui =i applica VAx. 7. Possiamo quindi invocare
questo per affermare la esistenza di un elemento z che ha le
proprieta dell’estremo superiore di R.

TLasciamo al Lettore il completare la dimostrazione, come
utile esercizio delle regole di logica simbolica; come pure la-
selamo al Lettore il compito di enunciare le proposizioni che
caratterizzano la relazione che polremmo indiecare con il simbolo

(27) 3 ySz
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convenendo di leggere «y segue x», considerando la (27) equi-
valente alla relazione seguente

(28) z8y.

Anche in questo caso sara un utile esercizio di uso della
logica simbolica il dedurre le proprieta della relazione (27) a
partire dagli assiomi e dai teoremi che abbiamo enunciati e

dedotti fin qui.

7. - Dopo di aver enunciati gli assiomi di una teoria ed aver
controllato che essi sono indipendenti, occorre fare un secondwo
importantissimo passo, per verificare ge essi determinino univoca-
mente Pinsieme di enti & a proposito del quale essi sono stati
enunciati. Nel nostro caso é facile constatare, ed é didattica-
mente cosa utilissima far notare che gli assiomi che abbiamo
enunciati non determinano univocamente un insieme J ai cui
elementi essi si applicano. Invero tali assiomi caratterizzano ge-
nericamente un insieme aperto, dotato delle proprietd di ordina-
mento e di continuitd che siamo soliti attribuire alla retta eu-
clidea, ma non caratterizzano questa. Infatti si puo osservare che
gli assiomi ora enunciati convengono, quando si assuma come
significato della relazione #8y il sussistere della relazione » < y
nel solito senso, ai seguenti insiemi:

i) Vinsieme di tutti i numeri reali;
ii) Vinsieme di tutti i numeri reali positivi (zero escluso);

iii) I'insieme di tutti i numeri reali costituenti un inter-
vallo aperto; per es. insieme dei numeri reali x soddisfacenti
contemporaneamente alle relazioni

0 il

Le corrispondenze biunivoche (mappe bijettive) che rappresen-
tano ognuno di questi insiemi sull’altro si ottengono molto fa-
cilmente: la funzione

o =exp-ax
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essendo @ una costante qualunque diversa dallo zero fa corrispon-
dere ad un elemento # qualsiagi dell’ingieme i) un elemento '
dell’ingieme 1ii); analogamente la funzione

wf:Mf/(l e a.}!/)

fa corrispondere ad un elemento qualsiasi »” dellinsieme jii) un
elemento #* dell’insieme ii).

Pil interessante pud essere il far osservare che Uinsieme J
pud anche non essere connesso, nel senso intuitivo del termine.
Invero si ottiene un ingieme che soddista a tutti gli assiomi
enunciati assumendolo costituito da infiniti intervalli distinti
tra loro dell’asse reale, tutti aperti ad una delle estremita e
chiusi all’altra. Un tale insieme si rappresenta facilmente me-
diante funzioni elementari come segue: indicato con # un numero
reale qualsiasi, si indichi, come al solito, con H(x) il massimo
intero che non supera 2 e con M(x) (da leggersi « mantissa di « »)
il numero

M(z)=x— BE(z).
Ovviamente si ha per M(x) la proprieta
{29) v {0 < Mz)<{1}

Si considerino ora gli infiniti numeri reali, dati dalla
£espressione :

(30) X =28 (x) + M(2)

gquando 2 assume un gqualunque valore reale. 8i verifica immedia-
tamente che i numeri X costituiscono infiniti intervalli sull’asge
reale: ognuno di questi intervalli ha come estremo inferiore un
intero pari e come estremo superiore un intero dispari; all’insieme
appartengono tutti i numeri pari (che corrispondono ai valori
interi di #) e non appartengono i numeri dispari (perché la
funzione M(x) non assume il valore 1, pur ammettendolo- come
estremo superiore). 8i verifica immediatamente che i numeri X
soddisfano a tutti gli assiomi enunciati, quando alla relazione
X3Y si dia i1 significato X < Y.

C. F. ManNara





