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Sulla caratterlzzazwne delle curve di diramazione
- A - del piani tripli ().

;  Nota di OscARr 'Omsmx e di Carro PELICE Manara (a Milane).

!
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Sunto. - S Mam e si carailoriceann, dal punts di vista aritmetico e fmnqale le curve
di diramaeione dei piami Pripli. Nel presente lavoro la suddsiia caratteﬂazmgwm é
limitale al caso dei pians tripli ollenmutt per prmzwnc di una suporﬂma di ordine
n (>B), sprovvista di curva multipla, da un suo punto mulliplo secondo 1 —3B,

Bi dimostra Vuwnictéd birasionale del piano driplo -avenie unu daie curva di diras.
maswue e s8¢ da Ueguazione effetiiva di un suo modello proiettive.

"1, Introduzione. — E noto che lo studio delle ourve di diramazione dei
‘piani tripli pud essere affrontato da un punto di visfa strettamente algebrico,
profittando delle formule che danno il discriminante dell’ bguagzione cubica;
‘ricerche in guesto senso sono state fatte (*) tuttavia, pur esSendou oftenuti
con guesto ‘mezzo notevoli risultati, non si pud asserire che ‘essi esoano dal
~campo della pura descrizione e classificazione dei piani tripli. Nel presente
lavoro ci proponiamo di studiare alcuni problemi che non pare siano stati
ancora posti e formulati in maniera precisa ed esplicita. Pensiamo che tali
problemi, pertinenti alla cargtterimagione delle curve di diramazione dei piani
_tripli, possano ridursi ai seguenti fondamentali :

. A) Assegnare le condizioni oaratterigtiche (di sipo proiettivo e funsio-
' nale) soito le quali auna duta ourva ¢ & curva di: diramastone di (almeno) un

- ,pm.no -triplo ; e
o B) Posto che una datp, curva ¢ soddisfi alle condlmom ‘suddette, det.ar-
mma.re i piani tripli, blrazwnalmente distinti, ehe la pos,seggano come ourva.
di dﬁ-gmamone
bon riferimento ' ad . nn particolare, model].o prmetlnvo di piano triple,
“+  quale i ‘ottiene proxettando su di_un plano una superficie F di ordine n
{con nzs) da un suo punto O che sia (# — 3)~plo, noi i limiteremo nel pre-
sente lavoro a' trattare quello che chiameremo il «caso semplice » di piano
triple, ciod il ceso in.oui la superficie F non possegga curva mauliipla, n@
c proprla, né infinitesima nell’mtorno di 0.
o La trattazione di questo « caso semplicé » of permettera di far vedere
: _ praticamente in gaal modo intendiamo 1mpost.are e risolvere i. probleml fon.

&) Grimnte ulla Redmmﬁe '.nel- Zonnaijo 1046, ‘

(?) Cfr. p. e8.: G. PomriLy, Sulla rappresestasione adebrwa dei piani tmph, « Rend.

-« Sem. Mat. Univ. di Roma «, Serie 4% Vol. 8°, 1930. Lo steeso A. ritornava sulla questione
",‘ ’; tu: Dassrvosiond ewi peaws tripis «Bend. Ist: Imnb s Fol' 74, 194041, studiando 1t compor

o ‘r, tsmonto doi piani. tripli A froete nllo trasformanioni oromonmm
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damentali che abbiamo sopra enunciati {cfr. i risultati contenuti nei teoremi
dei §8 3 e 4 pag. 259 o 264) ed insieme di spianare la via alla trattazione
di cnsi piti generali. ,

Prima di iniziavre la trattazione vera e proprla vogliamo qui ricordare
una nota proposizione, dovuta all’ ENRIQUES (*), secondo la quale se una
certa curva ¢ di ordine m, dotata di un certo numero di nodi e euspidi, & di-
diramazione per un piano n~plo, lo stesso accade per ogni curva che si ottiene
da ¢ mediante una variazione continua che ne mantenga, insieme con I'or-
dine, anche il numero dei nodi e delle ‘cuspidi.

Le curve che in questa trattazione indicheremo con ¢ saranuo sempre
curve di diramazione di piani tripli e qumdx potranno endentemente posse-
dere soltanto cuspidi. :

Nel seguito sempre riterremo che le curve di cui ei occuperemo siano
curve generiche del sistema continuo a2 cui appartengono restano quindi fin
da ora eliminati tutti i dabbi' che potrebbem sorgere relativamente a speciali
particolarizzazioni delle curve . -

2. Curve covarianti, earatterl numerici e funzionali delle cnrve p. —
Consideriamo dunque una superficie F di ordine # (com #==3) avente un
punto (» — 3)-plo O e realizzante il « caso semplice » di.piano triplo, ciod
sprovvista di curva multipla, propria o infinitesima nell’ intorno di O. Suppm;to,-
come & sempre possibile, che -0 sia il punto improprio dell’asse z, l’equazione
di F assumerd la forma

(1) Flx,y, 2) = Gu_s2® + 8by 32" + Bep 12 + dy =0

dove @3, bu—2, Cu—1, d, SOno polinomii in x, y di grado ugnale al loro. 1ndlce
11 nosiro piano triplo potra’ ritenersi disteso sul piano x, y e la sua curva dl
diramazione 9,,, di ordine m, sard sllora definita come il lnogo dei punti.
dello stesso piano per cui le soluzioni della (1) non sono futte funzionalmente
distinte, oppure (che & lo stesso) come traccia sul piano =, y del cilindro, a
generatrici parallele all’ asse g, circoscritto alla superficie F'; 1 equazione
di ¢, si otterrd pertanto uguagliando a zero il discriminante della (1)

!
(2)  Pu'= sty + 40u—gCn—1 — B%n—shy_aCu_1dy — 3b2_aCk_( + 4bh_ad,, =0

! \

Epunceremo qui alcune proprieta della ¢, che, pur essendo o note (*) o di-
facile verifica, sono tuttavia da tener presenti perché di grande importanza
per la risoluzione dei nostri problemi fondamentali, risolazione che aftronte-,
remo nei paragrafi seguenti. Interessano in primo luogo I’ esistenza. ed il

* (®) F. ENRIQUES, Sulla costruzione delle funeioni algebriche di due variabili possedenti
una data curve di diramasione, < Annali di Matematics », Serie 4%, I, 1024, ‘
(4) Cfr. per es.: i lavori di G. PoMpILy citati alla nota (%).
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comportamento di aleune notevoli curve covarianti proiettive di ¢,,. Si hanno
anzitutto le tre curve seguenti

| [4 279 bn—2 . 0
4’2"-3 - B,,_ dn -
. ) Cu—1
3 * = =0
( ) LPE” 2 \cn—-i dn ‘
"b?n = ‘ Ap—3 bn-—ﬂ — O
‘ bn—? Cn—1

che permettono di porre I’equazione della ¢, nella forma seguénte
] (4) Pm = 'pgn—ﬁ - 44’211-24)2”—4 .
Si hanno poi le due curve ‘

1 P30—8 = Bn—s¥2n—3 ~— 2hy_ud2u_s
d9u—3 = duhan—s — 204 Pan-2

(5)

ognuna delle quali permette una seconda espressione dell’equazione della ¢,
come segue '

2 3 2

6) Q3P = 4o,y + dan—s

dotm = 443e_a + ¢34_s.

In base a quanto siam venuti fin qui scrivendo sono di immediata dimo-
strazione le proprietd seguenti:

@) le cnspidi di v, sono date da quei puntl di intersezione di $s,_3
con s, 3 che non sono contemporaneamente intersezioni di a,_s e b,_»; oppure
da quei punti di intersezione di {s,_3 con ¢s,_2 che non sono contemporanea.
mente intersezioni di ¢,_; con d,. E di qui ‘

b) tutte le nominate cnrve ¢ sono aggiunte della ¢,,. '
¢) La ¢y, 4 & tangente alla ¢,, ovunque la incontra fuori delle cuspidi,
in un groppo T di (# — 2)(n — 3) punti; la” $s_s & pure tangente alla @,
ovunque la incontra fuori delle cospidi, in un gruppo 7" di »(» — 1) punti.
d) La {g3,_s seca su ¢, fuori delle cospidi il gruppo T +T’, che @
composto di punti distinti quando w,_ 3, bp—2, Cu_1, d, sono polinomii generici. .
e) La ¢s,_¢ & tangente in ognuna delle cuspidi di ¢, alla relativa
tangente cuspidale: ed incontra g, fuori delle cuspidi nei punti del gruppo 7,
avendo in ognuno di essi un nodo, con uno dei rami tangente a ¢, e quindi
possedendo ivi tre intersezioni riunite con ¢,, stessa. Analogo comportamento
ha 3.3 nelle cuspidi e nei punti del gruppo 7"
Un secondo gruppo di proprieta riguarda i caratteri aritmetici (o pliicke-
riani che dir si voglia) della ¢,,, caratteri che, tenuto presente quanto abbiamo
detto alla fine del precedente paragrafo, si riducono a due fondamentali;
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I’ ordine m ed il numero. delle ouspldl, numero che mdleheremo con k; esm
gon dati dalle formule ,
(7) m=—4n — 6

H bE=3n—1)n—2) /

che sono di immediata dimostrazione. ‘

Da quanto precede si deduce subito un terzo gruppo di proprieta della
9m, proprietd queste ultime di tipo funzionale, Per formularle indichiamo
con K il gruppo delle cuspidi di ¢, e con B un genenco gruppo di suoi
punti alhneatl. Si ha allora’
® T=T+RB :

: T+ EK=(n—2)R. -
. Si ha poi ohe la serie completa di tutti { gruppi equivalenti a T+ R ha
dimengione non minore di 3 ossia

® | T+ B| = guins
con .8 = 0. \

8. Caratterizzazione funzionale delle oarve ¢. — Passiamo ora a risolvere
i nostri problemi fondamentali, ciod a caratterizzare completamente (almeno nel
« cago semplice » di cui ci ogcupiamo qui) le curve di diramazione dei piani
tripli e costruire questi ultimi a partire dalle curve stesse. Per quanto riguarda
la caratterizzazione ricordiamo che essa dovrad necessariamente basarsi su
altre proprietd delle curve oltre al possesso di dati caratteri pltickeriani,
poichd & noto che tale possesso & condizione necessaria ma non sufficiente
perchd una, data curva sia di diramagione per un pianc mulsiplo (%; precisa-
mente noi sfrutteremo le proprietd dj tipo funzionale (8) ed (8) che abbiamo
enunciate alla fine del precedente paragrafo. S \

Consideriamo dunque una curva irriducibile g, dotata di sole cuspidi e
possedente i caratteri plitckeriani soddisfacenti alle relazioni aritmetiche pro-
prie del « caso semplice » ciod un ordine m tale che

7y - n = (m -+ 6)/4
sia intero e un numero di cuspidi & dato da
ay = 30— t)in — 3.

Indichiamo ancora con K il gruppo delle cuspidi di ¢, e con R un generico-
grappo di suoi punti allineati; sia poi C un generico gruppo canonico e ¢,
una generica aggiunta diordine i.

‘

(°) Ctr. per os.: B. Suerx, Sulla caratlerizeasions delle curve di diramasione des plani
multipli gemerali, « Mem. Aocc, d’Ttalia», Vol. I°, n. 4, 1930, '

\
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. Sussiste il seguente
TrorEMA [, - La ¢u € curva di diramazione di un piano triplo se sono
verzﬁcate le ‘due seguenti ipolesi
- Il gruppo K & contenuto nella serie completa di tuitz i gruppi equi-
valentz at gruppi segati dalle curve di ordine (n — 2) ossia esiste un gruppo T

di t punti tale che il gruppo T + K & equivalenie a tutti i gruppi 8egatz dalle
curve 'd*ordine (n — 2); in formule :

@ : T+K=mn—2R

2. - La serie complela di tutli i gruppi eqmwlenti a T+ R non ha
punti fissi e quindi ha dimensione non minore di 3, ossia

(10) | T+ R|= Fnin)
con s =>0. _

Pit precisamente si ha che il piana triplo per cui tale ¢, & di dirama; -
zione appartlene al « caso semplice ».

La dimostrazione sard ottenuta costruendo un piano triplo per cui ]a
curva data & di diramazione, ciod dimostrando che nelle ipotesi poste esistono
quattro polinomii in @, y che indichiamo, con Qu-3, by_a, Cn-y, d, tali che
la ¢, pud scrivergi come discriminante della equazione di terzo grado in #

(1), - aﬂ-ﬁ + 3by_92? + 3ei—12 + dn=0.

AVVERTENZA. - Prima di iniziare la dimostrazione avvertiamo che finora
abbiamo usato indifferentemente una stessa lettera per indicare una curva
algebrica ed un generico polinomio in @, y che, uguagliato a zero, ne fornisce
la equazione (°); d’ora innanzi quando ci occorrerd.indicare un ben determi-
nato tra questi polinqmii useremo la lettera stessa (con la quale indichiamo
la curva ed un polinomio generico) munita di una sopralineatura.

" Premesso cid, passiamo alla dimostrazione del teoreipa, dlmostrazxone
che, per maggior chiaresza, daremo mnel caso particolare in ‘cui & n=7,
avvertendo perd che la sna validita sussiste in generale, essendo il caso par-
ticolare trattato del tutto caratteristico.:

Sia dunque una ¢, pér cui =7 e quindi m =22, k=90; calcoli im-
mediati danno allora che il genere p di g vale 120 e che il .gruppo 7' di
cui Iipotesi n. 1 afferma Y esistenza consta di ¢ = 20 punti; la relazione (9)
allora diveunta
9y T+ K=056R

Osserviamo anzitutto che la serie |BR| contiene la serie secata ‘snlla g
dalle quintiche e quindi & una gijc° con $=0; essa risulta cosl speciale e
verrd dunque secata dalla totality delle curve aggiunte ¢y (d’ordine 19 =22 — 3)
passanti per un residuo gruppo fisso di 128 punti, gruppo che indicheremo con T

y () B noto che tale polinomio & determinato soltanto a menc di una costante moltipliestiva,
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Possiamo dunque scrivere, indicando con C, come abbiamo gia avvertito,

un gruppo canonico,
[BR|=|C—T|

Inoltre non pud uma ¢yy passare per i 110 puiiti comuni alla ¢» e ad
una quintica generica senza spezzarsi nella quintica stessa ed in una residua
aggiunta ¢y ;. possiamo dungue concludere che esgiste una ¢, passante per il
gruppo I

Consideriamo ora la serie completa |C + BR| secata dalla fotalita delle
curve aggiunte {»,; ricordando le relazioni scritte qui sopra si ha:

C+bBR=T+10E=T+4 2K+ 2T

esisterd dunque in base all’equivalenza qui scritta, una 4 secante il gruppo
'+ 2K + 2T; tale ¢ dovra avere quattro intersezioni riunite con ¢y in ogni

. cuspide e quindi dovra avere ivi un punto doppio, cioé sard upa biaggiunta
a ¢z secante fuori delle cuspidi il gruppo I'+ 27, Ma abbiamo gia visto che
it gruppo I' & secato su g» da una ¢y, ; dungue, in base al classico teorema
di NoTHER, detto dell’Af + By, potremo scrivere

<_|J24 == 5‘22?2 -+ Jéu'jﬂo

e di qui deduciamo che il gruppo.27 sta su una ¢5, che & visibilmente una
aggiunta. Come si verifica subito, tale ¢, & unica e .non ha intersezioni con
¢z fuori dei punti K e T. ’ :
Dal fatto che 'aggiunta iy seca su ¢e» (fuori dei punti-doppi) il gruppo
- 2T, segue che la totalith delle ¢y; secherd su ¢ la serie completa di tutti i
gruppi equivalenti a 27+ bR ; ma per la relazione (9)

2T+ HR=2T4 K+ T=3T+ K.

Esisterd dunque una agginnta ¢ secante il gruppo 37 4+ K; ossia tangente
-in ogni cuspide di g9 alla relativa tangente cuspidale ed avente ire interse-
zioni riunite in ognuno dei punti 7. Facilmente si verifica che tale ¢;5 ¢
unica e non ha in comnne con ¢y altro che i punti dei gruppi K e 7. Con-
sideriamo ora la curva generica del fascio

$i5 4+ Al =0

essa ha l'ordine 30 e possiede essa pure upa cuspide in ognuno dei punti K
(in vui ¢y e Yy; si intersecano semplicemente senza tocecarsi) avendo ivi la
stessa tangente cuspidale di ¢s». Essa ha quindi 6 interserioni riunite con ¢y
in ognuno dei punti K e, come si verifica facilmente, pure 6 in ognuno dei
punti T3 in totale quindi 6:90 + 6.20 = 22.30 intersezioni nei punti K e T
e quindi nessuna altra intersezione variabile fuori di essi. Potremo allora
imporre che una curva del fascio possegga una ulteriore intersezione con s
ottenendo con cid una curva spezzata nella ¢, stessa ed in una residua o ;
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con una scelta opportuna dei polinomii sopralineati rappresentativi delle .
curve in questlone potremo allora scrivere

(11) Fapae = 4o + is. N

Abbiamo fin qui utilizzato la relazione (9)' che traduce l'ipotesi n. 1 del
nostro teorema ; fissiamo ora 1’attenzione sullipotesi n. 2. Da essa si deduce
immediatamente che esiste {almeno) una ¢ che contiene i punti T ciascuno
una sola volta e quindi in particolare non & spezzata nella somma di una
retia e della . Infatti la totalita delle ¢y, passanti semplicemente per i punti
del gruppo 7 seca la serie completa dei gruppi eqmvalentl a T+ R, serie
che, per ipotesi, non ha punti fissi.

Consideriamo ora la curva generica del fascio

542

poz + APy =0
essa non ha intersezioni variabili con ¢y, avendo con questa due intersezioni
riunite in oghuno dei punti dei gruppi K e 7. Potremo allora imporre che
una curva del fascio si spezzi pella somma della ¢y, e di una ¢» residua;

scegliendo opportunamente i polinomii sopralineati rappresentativi delle curve
potremo scrivere

{12) on = Lﬁl — 4otz 4

dove 922 & lo stesso polinomio che compare nella (11) e ¢yo & visibilmente
una aggiunta.

Osservando ora che la curva {5 passa per i punti ¢omuni alla ¢y ed
alla ¢y, potremo applicare ad essa il leorema di \NOTHER gid invocato sopra
e scrivere

(13) , b5 = @apu — 210

dove ¢i5, o e P sono gli stessi polinomii che compaiono nelle formule
precedenti ed ag =0, bs = O rappresentano una quartica ed una quintica. Per
quanto riguarda la prima poi & facile convincersi che essa passa per i punti 7.
Infatti nella relazione (13) sopra scritta il primo membro rappresenta nna
curva che ha tre intersozioni riunite con ¢z mei punti T'; nel secondo membro
il termine 20y}, rappresenta una curva che né ha ‘almeno due; ne segue che
la curva rappresentata dal termine &4@11 ne deve avere almeno altrettante;
ma ¢y ha intersezioni semplici con ¢g nei punti 7, dunque a, deve passare
pure per essi.

Introduciamo ora nella (11} U’ espressione di ¢33 data dalla (12), tenendo
conto della (13). Si ha

B[t — Adsobre] = 48T - afbis — daibodiodu + b
ossia, raccogliendo i termini che contengono 4j;

(14) ‘ Ph[¥s — ai) = 44 Bedia + $o — abedis + Badio)
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Ora il secondo membro di questa equaziome & un .polinomio divisibile
per $yo; tale.deve dunque essere anche il primo membro. Ma abbiamo visto
che ¢y, non si spezga nella somma di ¢;0 e dl una retta, mentre d’altra parte
non pubd il polinomio di ottavo .grado 93 — ai essere divisibile per (!Jw senza
essere identicamente nullo. Si ha quindi identicamente

(15) - =ai.
La relagione (11) tenendo conto dell’ identita ora dimostrata diviene
(11y i alfom = 440+ is.. '

Di qui si deduce che la quartica a, deve essere tangente a ¢ nei punti 7.
Se infatti non lo fosse la curva complessiva @ige2 avrebbe ivi una singolarita
composta di un punto triplo con due rami tapgenti tra loro ed il terzo no;
il che ei verifica facilmente essere impossibile in un punto che sia comnne
a ¢y ed a ¢y in quanto la sua equazione si scrive anche 4¢3 -+ §% = 0.

Ritorniamo ora sulla espressione (13); per quanto abbiamo ora osservato,.
al secondo membro il termine a#l)u rappresenta una curva che h,a tre inter-
sezioni riunite con gz in ognuno dei punti 7'; sappiamo che ugnale proprieta\
ha la ¢;5. Dunque anche la curva Bel1o. deve avere tre intersezioni riunite
eon g in ognuno dei punti 7; ma abbiamo visto che ¢iy ne ha due e non
piti, dunque anche la quintica bs dovrd passare per i punti 7. Applichiamo
allora il teorema di NYTHER gid invocate pitt di una volta alla curva ¢, che
passa per i punti 7, i quali esauriscono le intersezioni di as e ;. Avremo

(16) a’!l - &457 - 55}6

- dove y4=0 e '§7=0 rappresentano curve di ordine 6 e 7 rispettivamente.
Analogamente possiamo fare per Ja ¢, la quale, essendo tangente a @z e
quindi alla @ in totti i punti 7 poﬁra scriversi

(17 o ' (})m 40 — be

dove ce=0 rappresenta una curva di ordine 6. Introduciamo ora queste
espressioni nella (13); avremo, eseguiti i caleoli’ '

‘ ‘515 = ﬁsv — &155'F6 — 2(-;5586 -+ 2?)2. ’
Se ora costruiamo 1’ espressione 44_»?0—]— ¢35 otteniamo
440 + Fis = 4aics — Baibics -+ 3ablos — b3) +
+ ai(adr — byys — 4Bsce)’ + dasbi(ady - bsye — 2bste) + 4bg =
= ajfdaycs — 135365 + (@57 — buye — 2bs0e)” -+ 4b351] — daubilve — co)
e di qui, tenendo conto che, in base alla (11) l'espressione sopra scmtta deve

esgere dlv:mbxle per a; otteniamo che o il polinomio b5 ha un fattore in co-
mune con a; o la differenza 7@ ¢s & divisibile per a4. Ma, come si verifica

]
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1
AY

"gubito -dalle formule che danno ¢1, o e ¢is la prima ipotesi & assuida
giacch® porterebbe che 5 e ¢, avrebbero altri punti in comune oltre a quelli
dei gruppi K e 7, contro la circostanza prima rilevata; sard dunque

. .
(18) . © Ys=0g+ BT2 "
dove a rappresenta un polinomio di secondo grado. .

Ritorniamo ora a considerare per un momento la formula (14); abbiamo
dimostrato che & §s=ai; dal che consegue che il primo membro di.tal for-
mula’ & identicamente nullo. Lo stesso deve quindi avvenire anche del secondo
- membro ; ma non potendo essere identicamente nullo il polinomio cp,o sard

tale I’ espressione tra parentesi, la quale, tenendo conto che & ¥ __au, dard -
in definifiva - :
. &iqlis + $lo — asbsit + bsho = 0. -

Sostituendo in quesfa equazione le- espressioni di 4)11 e {1 che son date dalle
(18), 17) e tenendo conto della (18) otteniamo in definitiva

$io = bs(37 — bsoz) — c
poniamo ora '

87 — bsoy = dy
dove d; risulta essere, come 57, un polinomio di grado .7; otteniamo cosi

| 1o = aucs — b
P11 = aidr — bsce
Y12 = bsdr — cg. .
Non resta ora che introdurre: queste espressioni di ¢y, qm, $12 nella (12)
per ottenere

EPaa = ([haq — 5556)2 — 4(&/4.66 — 5?)(55&7 —E§) =
=i + 4,08 — 6absosd; — 3bich + 4bids.
B cost provato che la nostra- P2 pud scriversi come il dlscrlmmante della
equazione cubica in &
1y . a4+ 3bs2” + 3oz + dr =0

cioé che essa & la curva di diramazione del piano triplo di equazione (1)

’

4. Ideuntith birazionale di due piani tripli possedenti la stessa eurva di
diramazione. — 1l teorema testd dimostrato risolve im, modo esauriente il
problema fondamentale A4) in guanto siamo ora in grado di affermare che &
cerfamente curva di diramagzione di un piano triplo una o, che possegga le
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proprietd caratteristiche enunciate al paragrafo precedente, cioé per cui sia

!

{7) (m+-6)/4=mn con n intero
ay k=3 — 1) — 2) = 3(m? — 4)/16
9) T+ K=(n—2R

la serie T4 R sprovvista di punti fissi

e pilt precisamente il piano friplo di cui si tratta rientra nel « caso semplice ».

Di pind la tecnica dimostrativa seguita ci ha messi sulla via per una
risposta esanriente anche del problema B), in quanto & stato costruito un
piano triplo che ammette la curva data come curva di diramazione. Rimane
ora a dirimere la questione se questo piano triplo sia unico (s’intende sempre
nel campo birazionale) oppure ne esistano altri; ed in questo secondo caso
occorrerd costruirli. Noi risolveremo qui anche il problema fondamentale B)
dimostrando il

TreorEMA II. - In relazione ad una curva ¢n soddisfucenie alle condizioni
sopra indicate esiste un umoo piano triplo che la ammelle come curva di
diramazione. ,

Per semplicita e per fissare le idee conserveremo i simboli del precedente
paragrafo e ragioneremo sul caso particolare ivi trattato; per dimostrare il
nostro assunto oi baseremo sui risultati delle recenti ricerche del CHISINI
relative alla identitdk birazionale di due piani multipli aventi la stessa curva
di diramazione ("), Ivi & dimostrato che due funzioni algebriche di due varia-
bili 2(x, y) e {(z,y) possedenti la stessa eurva di diramazione ¢, che sia dotata
di soli nodi e ouspidi sono birazionalmente identiche sotio le due 1pote31
seguenti :

1. - La curva ¢, appartenga a quello che ivi & chiamat.o. il «caso
generale » ciod possa pensarsi ottenuta per variazione continua da una forma
limite ¢, spezzata in parti Cy, Cs...C, tutte doppie, in modo che le interse-
zioni di due C; di indici consecutivi diano origine ciascuna a tre cuspidi
'di pm © quelle di due C; dl indici non consecutivi diano origine ciascuna a
: quattro nodi di @ .

2, -~ Le determinazioni di # e { siano in numero maggiore di quattro.

Ora che la nostra ¢g soddisfi all’ipotesi 1. si trova gid dimostrata al-
trove (%). Sembrerebbe invece che una funzione algebrica z(x,y) ‘definita da
un piano triplo fosse in stridente contrasto con 1'ipotesi 2., senonché anche
questa difficoltdh & presto superata. Infatti nel lavoro citato del CHISINI tale
ipotesi & necessaria per la validitdh generale di nn lemma fondamentale (ivi

(" O. CrisiNi, Sulle ‘identita birazionale di due funzioni algebriche di due vdriabili
dotate di una wmedesima curva di dirnmacsione, «Rend. Ist. Lomb. 5, Vol. 77, Fasc. 2°, 1943.44.
(%) O. Cursiny, Sulla curva di diramazione dei piani multipli, « Rend. Lincei », Vol 28,

SBerie 6%, I° sem. 1936.
\
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lemma 2) relativo ai sistemi di sostituzioni, lemma: che afférma: <« Due si-
stemi § e X che siano uguslmente concatenati e di cui Puno (S) sia transitivo
80 un numero » =>4 elementi, sono fra loro: simili ».- ,

Si presenta infatti, per n <<4 la eccezione foridamentale dei due sistemi:
S dato dagli scambii (12), (23), (31) e Z dato dagli scambii (12), (13), (14) che
presentano la stessa concatenazione senza essere 'evidentemente simili. Ma =i
vede subito che, con I’ipotesi supplementare che i due sigtemi in questione
operino ambedue su tre elementi soltanto, il lemma sopra enunciato conserva
in pieno la sua validith; e questo & appunto il caso in cui ci si trova quando
si tratta di dimostrare la identitd birazionale di due plﬂ.nl che smno ambe-
dune trlpll. .

Sussistono’ dunque pienamente i risultati conseguiti~ da.l CHISINI nel
lavoro citato e rimane quindi dimostrata r uglclta del piano hmplo costruito
in relazione alla nostra Poe







