
ANNALI DI MATEMATICA 
PUBA ED APPLICATA 

Seri. IV - 'romo XXVI - 19~7 

:Ii. ZANICliÉLLI, EDITORE - BOLOGNA 



~l111a caratterizzazione delle curve di (liramazione 
dei piani tripli. 

Nota Ila di OSCA& ORISINI e di CART.O FELICE MANARA ta Milano). 

s..w.. Si earatteriezano l6 curve tU àiramazione di una classe di piani tripli P#' ampia 
tU allra già trattatel. 

L In una Nota preèedente ('), per impostare la questione della caratte· 
rizzazione delle curve di diramazione dei ,piani tripli abbiamo formulato i due 
seguenti ,problemi fondamentali: 

A) Assegnare le condizioni caratterisiiche (di tipc proiettivo e funzionale) 
sottc le quali una data cnrva è di diramazione per (almeno) nn piano .triplo; 

B) Posto che una data curva soddisfi alle condizioni suddette, deter· 
minare i piani tripli, birazionalmente distinti, che la posseggano' come-'curva 
di diramazione, 

e li abbiamo risolti per le curve di diramazione dei piani tripli apparo 
lenenti a qll~llo che abbiamo ivi denominato «èaso semplicc' cioè ottenibili, 
peI' .pl'Oiezione, sopra un piano, di nna superficie F di ordine n (maggiore di 
tre) sprovvista di cnrva mnltipla, da nn sno punto' (n - 3)-plo. Se distendiamo' 
il piano triplo ~opr~ il piano delle variabili x, y ed assumiamo come centro 
di proiezione il punto improprio dell'asse delle o, un generico modello proiet· 
tivo di piano triplo del «caso semplice» li allora rappresentato dall'equazione 

ao' +'3bo' +3co +d= O 

doTe a,' Il, c, d sono polinomii nelle variabili x, y i cui ordini Bono in pro. 
greBillòne aritmetica di ragioll,e uno. 

'Nella presente Nota risolveremo. gli stessi problemi per lé curve di dira· 
mazione dei piani tripli appartenenti ad una clas&C più vasta di quella già 
considerata e comprendente qnest' ultima sotto di sè oome caso' particolare; 
precisamente i piani tripli i cui modelli proiettivi possono essere rappresentati 
da un' eqnazione come quella qui Bopra Bcritta dove però i coefficienti a, b, 
c, d sono generici polino~ii nelle variabili x, y i cui gradì sono in progrQs· 
sione aritmetica di ragione diverSa da UDO. È appena necessario OBBervare 
che dalla genericità dei POlinolDii a, b, c, d segue che la curva di diramazione 
del piano triplo considerato è rappresentata dalla equazione che si ottieneo 

{I} O. CHISINI e C. F.. MANARA, Sulla ca.ratterizzazione d~lZe curye di diramaeione dei 
.pia,,' tripli, •. Annali di Mal. '. (41. 25(1946), pp. 255-265. 
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ponendo uguale a zero il discriminante dell' equàzione cubica scritta sopra 
per intero, cioè 8enza 8taccamento di fattori ('). 

Avvertiamo anche qui che nel cor80 della trattazione indicheremo con 
una 8tessa lettera una curva piana ed il polinomio che, ugua gliato a zero, 
ne fornisce l'equazioue (polinomio che, come è noto, è definito a meno di 
una costante moltiplicativa); e che le curve che in particolare indicheremo 
con ep saranno sempre da considerarsi generiche nei sistemi continui a oui 
appartengono. 

2. Consideriamo una curva irriducibile 'l' di ordine m (nece8sariamente 
pari) p088edente come sole 8ingolarità k cnspidi distinte; indichlamo con K 
il gruppo delle cuspidi di 'l' e con R un gruppo di m suoi puntl~llineati. Ii 
problema A da noi enunciato al precedente paragrafo è risolto in. questo caso 
dal seguente 

TEOREMA A. - La curva '1' è di diramazioue per un pia.na triplo se sono 
soddisfa.tte le tre seguenli ipotesi: 

1a _ Esiste un intero h (positivo O nullo) tale che sussista lo. rela..h"e 

(1 ) 3m' - 16k = 12h' (') 

2a _ Il gruppo K delle cuspidi di '1' è contenuto nella serie lineare, resa 
completa, sccata da.lle curve di m'dine (m - 2h)/4: ossia esiste :un gruppo T 
di (m - 2h)(m - 6h)/16 punti tale c!,e 

00 K+T=m~MR 

3a - Esiste a.lmeno un gruppo T'effettivo, non ~ente punti in COmune 
con T ed equiva.lel/ te a. T + hR ('). 

Osserviamo anzitutto che dall'ipotesi 2" si deduce (con procedimento per. 
fettamente uguale a quello seguito nel. caso semplice ,» l'esistenza e l'unicità 
di una curva p, aggiunta a 'l', di ordine (m ~ 2h)/2, tangente alla 'il ovunque 
la incontra fuori delle cuspidi e precisamente nei punti del gruppo T. Pari· 
menti dall'ipotesi 3" si deduce l'esislenza di una curva aggiunta <Ji di ordiue 
",/2 passante semplicemente per i punti del gruppo T e non contenente la p 
(nè avente parti comuni con essa) e secante su '1', fuori delle cuspidi e del 

(2) La rappresenta.zione algeblica ed i modelli proiettivi di tali piani tripli sono stati 
diffusamente studiati da G. POMPILJ nella Memoria. dal ,titolo: Sulla rappresentazifJtl.e alge· 
brica dei piani tripU, • R.end. Sem. Mat. Uniy, di Roma », (4), 3 (1939), pp. 109-199. 

(') Non offre difficolt.à dimostrare che dal fatto che m €' pari e che, in8ieme con k ed h 
~ soddisfa alla (1), Regne che è intero il numel'o (m - 2h)(m-6h) /16, come pure i numeri 

(m -Oh)/4, (m - 2h){4, (m -+- 2h)/4, m-t- (~h)/4 che avremo occasione di incontrare nel se· 
guito della trattazione. 

C') Come è facile verificare, queste ipotesi si riducDno per h = 1 R quell(' del c CRSO 
semplice -. 
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grnppo T, nn gruppo T' eqnivalente a T -+ hB. Un noto teorema di GERGONNE, 

ca.o particolare del cla.sico teorema di NllTHER detto d~ll' Af + B'l', permet· 
terà allora di scrivere 
(3) 'l' = 1" - 4pp' 

dove p' è nna cnrva di ordine (m -+ 2h)/2 visibilmente aggiunta a Cf' e tangente 
ad essa, fuori delle cu.pidi, dovunque la incontra, cioè' nei pnnti del gruppo T'. 

Osserviamo ora che le cuspidi di Cf> ed i punti T esau!iscono le inteJ'se· 
zioni di 0/ oon p; quindi, ohiamata per un momento con 0/ nna determinata 
cnrva aggiunta secaute sn 'l' un gruppo T' (equivalente a T + hR) e chia,mata 
analogamente; la curva aggiunta a 'l' e tangente ad essa, fnori delle eu"pidi, 
nei pnnti del gruppo T', il sistema oompleto delleilcurve 0/~è dato dalle curve 
della forma 

<JI = ~ +P" =O 

dove " 'è nn polinomio di ordine h (e quindi in particolare una costante se 
h = O). Pertanto aocanto alla espres.ione (3) per la curva 'f' sussistono le 
infinite altre 

'l' = (~ + 2p,,)' - 4p(p' -+ ~" -+ p,,') 

.da cui si dednce che la generica cnrva p' ha l'e.pressione 

p' =1/.-+ ;j;" -+ p,,' =O 

È quindi sempre possibile suppol"re che T' sia un gru Jlpo generico nella serie 
dei grnppi equivalenti a T + hB e p,'rtanto escludel'e che la curva p' sia Ti' 
ducibile, giacché q aesro fatto porterebbe di consegnenz" l'esi.tenz" di un fat­
tore comune ai polinoDlii '}, p, e p, e quindi. per l'espressione sopra data per 
la curva 'l', la riducibilità di questa. Circostanza qnesta, esclusa dalla: nostra 
ipotesi di genericità di Cf' nel si.tema continuo a cui appartiene. 

Ora è stato dimostra"o dalla prof. G. MASOTTI BIGGIOGERO (') che, nelle 
ipotesi da noi po.te per la curva 'f', esistono per il gruppo T'una curva c di 
ordine (m -+ 2h)/4 ed nna cnrva, d di ordine (m + 6h)!4; quest' ultim" ivi 
plnritangente alla Cf' e non contenente la c. 

Chiamiamo ora <P una, curva. determìlHlta ma generica del fascio 

(4) d''f' + À(p')' = O. 

Essa manifestamente irriducibile. di ordille 3(11'1 -+ 2h)/2 '8 possiede. come 
'sole singolarità, delle cuspid; nelle cuspidi di 'l' con le medesime L"n~enti 

(') Cfr. G. MM30TTI~BIGGJOGÈRO.La cQll'atte.ri~eaeiOtf.e della cut"1.la di di,.a.tnaeione, Mi 
pilUt-i tf'tpli ottenuta medil.J.nt8 sistemi di curve pluritangenti, '" Rend. bt. Lomb. ~l voI. 80, 
(1948-47; pp. 1-1'J). Ivi l'Autrice dimostra il fatto per le curve di diramazione dei piani tripli 
del c easo semplice '"o L'estensione al. caso da noi qui trattato si ottiene semplicemente col 
rendere .letterali gli indici numerici che l'Autrice appone alle curve che Usa. 
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cuspidali e dellp coppie di punti tripli nei punti del gruppo T' av.'ndo ivi 
come ta.ugenti le tangenti comuni a rp ed a d. Inoltre ,·siste una curva W data da 

W=d<jl+op' 

irriducibile, avenle ordine 3(m + 2h)/4 n1étà di quello di cI>, la quale visibil. 
mente passa per la cuspidi di cI> stessa ed in ogni punto del grllppo T' poso 
siede un nodo, con uno dei rami tangente ail,,: tangente comnne a rp, p' e d e 
quhidi tangente ai tre rami di cI> che ivi hanno origine, 

Ora è sta to dimostrato (') che ogni curva cI>'n di ordine 6n possedente 
come solp singolarità 6n' cuspidi che costituisoano il gruppo completo delle 
intersezioni di una curva P'n (di ordino 2», un terzo di quello di cI>'n) ed una ""'" 
di ordine 3» (metà di quello di cI>'n) si può rappresentare nella forma 

cI>... = iPtn l' + l qBn l' 
dove qln è uua curva che si rappresenta nella forma 

q'n = <jIBn + P1ln"" =O 
(essendo ,," un opportuno po'inomio); e tale risultato vale anche qualora le 
cuspidi di cI>,. v"llgano a confiuire a terne dando coppie di punti tripli infi· 
nit~mente vicin.i, purchè si, intenda che in questo caso la curva p .sia ivi tan~ 

gente alla tangente comnne dei tre rami lineari C'he hanno ivi origine e ll"","" 
passi con un nodo, di cui nn ramo sia tangente aHl' tangente comune. 

Sotto queste ipot'si cade appunto l.. nostra curva cI> ,data dalla (4), in 
relazione alla quale l'ufficio delle curve PIn e 4>.. di cui abbinmo testè parlato 
è sost,enllto dalla curva p' 'e 'dalla W risp"ttivamente. Si potrà dnnque co· 
struire una curva q' dello stesso, ordine di ~. avente nei punti T' lo stesso suo 
comportamento e tale che cI> appartenga al fascio 

Ip' l' + fL Iq'l' = O. 

Con scelta opportuna dei polinomii che, uguagliati a zero, dànno le equa-o 
zioni delle curve in questione sarà quindi possibile scrivere 

(5)� d'rp = 4 I p' l' + I q' l', 

Abbiamo l'm sopra escluso che la onrva p' = O possa essere riducibile e, 
dalla espre••ione trovata per Ili Curva W = O Bi esclude pure facilmente che 
essa, e quindi lo. g' • O, possa contenere la p' = O c~me parte. Possiamo qnindi 
concludere che non e,i8tono parti oomnni alle curve p' =O e q' =O e .pertanlo, 
in base alla formula (5) qui scrilta. dedurre che lo. nostra onrva rp oostituisce 
l'intera cnrva di diramazione del .piano 'triplo 

z' + 3p's + q' =O ('). 

(1\) Cfr. C. F. MAtURA, Pu la ca1"atttrUs~ delle curve di di.,.ama.none dei piaHt 
tripli) Boll. Un. Mai. H. », serie II, anno III, 1948, pp. 114·119.<I 

(') Cll'. G. POMPILJ, Mèro. oit. in ('). 
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3. PRa.iamo ora ad affrontare il problema B che risolveremo dimostrando' 
l'unicità birazionale del piano triplo costruito a partire da una curva 'P che 
.oddi.fi alle ipote.i del Teorema A; per tale .copo è opportuna una seconda 
rappresentazione analitica della curva 'l', che raggiungeremo attraverso le 
seguenti consideruioni: 

applichiamo anzitutto il teorema, già invocato, di GERGONNE alla 
curva p'. Poichè, come è facile verificare, i punti T'esauriscono le interBe~ 

zioni delle cnrve c e à e poichè la curva p' passa per tutti i punti T'essendo 
ivi tangente alla curva rp e quindi alla d, esi.terà un polinomio b di ordine 
(m - 2k)/4 Uile che sia 

~ ~=.-~. 
Analogamenle, appJ~_do ripetntamente il teorema di NllTHEB alla curva q 
e tenendo conle del. eòIaporiamento che que.ta deve avere 'nei punti del 
grnppo T', cioè un nol.o ~ .ogauno di e.si, con uno dei rami tangente aUa 'P 
(e quindi alla d) si oonè.lndé che devono esistere un polinomio a di ordine 
(... - 6h)/4 ed un polinQmio lI'~ ordine (ti> - 2h)/4 tali che 

ti =,,. + odl/ + 20'. 

Sostituiamo ora nella (5) le e.pre8lrioni qni trovate per i polinomii p' o ti ed 
imponiamo che il polinomio che ne risulta al lIOOondo membro sia divi.ibile 
per il'; eseguiti i calcoli, troviamo che deve essere divi.ibile per d il polinomio 

(8) l2bo' + 4b'c' 

e poichè, oome abbiamo ricordato sopra, d non contiene c, dovrà es.ere divi·� 
sibile per d il polinomio .� 
~ lM+W� 

Sono ora a di.tinguersi due casi. Anzitutto se è h> O il pofinomio d di or·� 
dine (In + 6h)/4 può dividere il polinomio (9) che ha ordine (In - 2h)/4 .010� 
se que.t'ultimo è identioamente nullo; si ha allora� 

(lO) b' = -3b 
e .i può scrivere 
(11) q' = ad' - 3bcd + 20', 

Se invece h =O i polinomii a, b, b' c, d hanno tutti lo stesso ordine m/4 e 
po.siamo intanto, ooncludere che deve es. ere almeno 

b'= -3b+Àd, 

Ma allora po.to a' = a + Àc abbiamo ancora 

(11)' .q' =a'd' - 3bod + 2c' 

In ogni oaso dunque, portate le e.pre.sioni definitive di p' e '1', date dalle (6), 
(11) oppure (11)', nella (5) e scrivendo sempre a al posto di a" avremo 

(12) 'P = a'd' + 4ac' - 6abcd .,;.. 3b'c' + 4b'd 
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ossia 'P risulta data dal discriminante dell' equazione di terzo grado in z 

(13)� az' + 3bz' + 3cz + d = O. 

L'espressione (12) è appuuto quella che ci servirà per punto di partenza 
per risolvere il nostro problema B e p"ecisamente dimostrare l'unicità b,ra, 
zionale del piano triplo c, struito a partire daLa curva data 'P. 

4; Siamo giunti a rappresentill'e la curva 'fi :rhediante quattro polinoIDli a, 
b, c. d di cui abbiamo dimostrato l'esistenza, e di consegnenza abbiamo anche 
costruito un modello proiettivo (13) di piano triplo diramato dalla 'P stessa. 
Viceversa è {'hiaro che, ·dato un piano triplo (13), in cui i coeffipienti siano 
dei polinoillii di ordini risp,·ttivamente (m -- 6k}j4, (m - 2h)/4, (m + 2h)j4, 
.(m + 6h) 14 e,so ammette una curva di diramazione di ordine m che soddisfa 
alle ipotesi del'teorema A. SI deduce facilmnte di qui che le curve di nn 
dato ordine che soddisfanno alle ipotesi d"l teorema A appartengono .w. un 
unico, sistema oontinup. / 

~'acciamo allora variare 'P nel sistema continuo (12) da ('ssa definito, in 
modo che i~polinomi a e d tendano a diventare nulli, cosicché eSSa si riduca, 
al limite, alla somma di due curve doppie c' e b' e le sue cuspi lioonfluiscano 
a terne nelle intersezioni di e e b. 

La curva 'P viene cosi a ricadere sotto le ipotesi di un noto teorema di 
identità birazionale del CHr8INI (') e pertanto possiamo conC'ludere che 8US­

'siste il 
'l'EOREMA B. - Esiste un unico piano triplo (nel campo birazionate) che amo 

mette come curva di diramazione una 'P soddisfacente atte ipotesi tkl teorema A. 

(8) Cfr. O. CHISINI, Sulla identi(à birasionale di due funziMti algebriche di due variabili 
possedenti una medesima caf,rv~ di diramaeione, «Rend. 1st. Lomb.• , voI, 77, (1948-44 ; 
(pp.� 1-18). 


