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Sulla caratterizzazione delle curve di diramazione
dei piani tripli.

Nota IT® di Oscar CHISINI e di CArLO FeELICE MaNara (a Milano).

Santo. - Si earatioriczano ls curve di diramazione di usna classe di p:am tripli piv ampia
di alira gid trattata,

1. In nna Nota preéedente ("), per impostare la questione della caratte-
rizzazione delle curve di diramazione dei -piani tripli abbiamo formulato i due
seguenti problemi fondamentali:

A) Assegnare le condizioni caratteristiche (di tipo proiettivo e funzionale)
sotto le quali una data curva & di diramazione per (almenoc) un piano triplo;

B) Posto che nna data curva soddisfi alle condizioni suddette, deter-
minare i piani tripli, birazionalmente distinti, che la posseggano come~curva
di diramazione,

e li abbiamo risolti per le carve di diramazione dei piani tripli appar-
tenenti a quello che abbiamo ivi denominato « caso semplice » cio® ottenibili .
per proiezione, sopra un piano, di una superficie F' di ordine »n (maggiore di
tre) sprovvista di curva maultipla, da un suo punto (» — 3)-plo. Se distendiamo -
il piano triplo sopra il piano delle variabili =, ¥ ed assumiamo come centro
di proiezione il punto improprio dell’asse delle z, un generico modello proiet-
tivo di piano triplo del « caso semplice » & allora rappresentato dall’equazione

az® + 3bz® -+ 8¢z +~d =0

dove a, b, ¢, d sono polinomii nelle variabili ®, y i cui ordini sono in pro.
gressione aritmetica di ragione uno.

Nella presente Nota risolveremo. gli stessi problemi per 16 curve di dira-
mazione dei piani tripli appartenenti ad una classe piu vasta di quella gid
considerata e comprendente quest'ultima sotto di s& come caso- particolare ;
precizamente i piani tripli i cui modelli proiettivi possono essere rappresentati
da un’equagzione come quella qui sopra scritta dove perd i coefficienti a, b,
¢, d sono gemerici polinomii nelle variabili 2, y i cui gradi sono in progres-
sione aritmetica di ragione diversa da uno. K appena necessario osservare
che dalla genericitd dei polinomii a, b, ¢, d segue che la curva di diramazione
del piano triplo considerato & rappresentata dalla equazione che si ottiene

(1) O. CrtsiNr e C. F.. MaNARA, Sulla caratlericeazione delle curve di diramaeione dei
_piand tripli, < Annali, di Mat. », (4). 25 (1948), pp. 266-265.
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ponendo ugunale a zero il discriminante dell’equazione cubica scritta sopra
per intero, ciod senza staccamento di fatiori (*).
Avvertiamo anche qui che nel corso della trattazione indicheremo con
una stessa lettera una curva piana ed il polinomio che, uguagliato a zero,
' ne fornisce 1’ equazione (polinomio che, come & mnoto, & definito a meno di
una costante moltiplicativa); e che le curve che in particolare indicheremo
con ¢ saranno sempre da considerarsi generiche nei gistemi continui a cui
appartengono.

2. Consideriamo una curva irriducibile ¢ di ordine m (necessariamente
pari) possedente come sole singolaritd %k cuspidi distinte; indichiamo con K
il gruppo delle cuspidi di e con R un gruppo di m suoi punti allineati. Ii
problema A da noi enunciato al precedente paragrafo & risolto in questo caso
dal seguente

TEOREMA A. - La curva  é di diramazioue per un piano iriplo se sono
soddisfatte le tre seguenti ipotesi:

1e - FHsiste un snfero h (positivo o nullo) tale che sussisia (a relazivie

~

(1) 3m* — 16k = 12k* ()

28 o 71 gruppo K delle cuspidi di ¢ é contenulo nella serie lineare, resa
completa, secata dalle curve di ordine (m — 2h)/4: ossia esiste mun gruppo T
di (m — 2h)m — 6h)/16 punii tale c'e :

@ K+T=ﬁ%%3

3& - Esiste almeno un gruppo T effettivo, non avente punti in comune
con T ed equivalente a T + hR ().

Osserviamo anzitutto che dall'ipotesi 2® si deduce (con procedimento per-
fettamente unguale a guello seguito nel « caso semplice ») 'esistenza e I’unicita
di una curva p, aggiunta a ¢, di ordine (m — 2h)/2, tangente alla ¢ ovunque
la incontra fuori delle cuspidi e precisamente nei punti del gruppo T. Pari-
menti dall’ipotesi 3% si deduce I’esistenza di una curva aggiunta ¢ di ordine
m/2 passante semplicemente per i punt: del gruppo T e non contenente la p
(né avente parti comuni con essa) e secante su ¢, fuori delle cuspidi e del

(*) La rappresentazione algebrica ed i modelli proiettivi di fali pi'ani tripli sono stati
diffusamente studiati da G. Pompruy nella Memoria dal,titolo: Suilla rappreseniazione alge-
brica dei piani iripli, « Rend. Sem. Mat. Univ. di Roma », (4), 3 (1939), pp. 108-182.

(®) Non offre difficoltd dimostrare che dal fatto che m & pari e che, insieme con k ed b

“soddisfa alla (1), segue che & intero il numero (m — 2h)(m—6k)/16, come pure i numeri
(m — 6h)/4, (m — 2h)/4, (m +- 2h)/4, m +- (BR)/4 che avremo ocecasione di incontrare nel se.
guito della trattazione.

(*) Come ¢ facile verificare, gueste ipotesi si riducono per h =1 a quelle del « caso
semplice ». ‘
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gruppo T, un grappo T’ equivalente a T + 2R. Un noto teorema di GERGONNE,
caso particolare del classico teorema di NOTHER detto del’Af + By, permet:
tera allora di scrivere ‘

3) o= ¢* — 4pp’

dove p’ & una curva di ordine (m -+ 2h)/2 visibilmente aggiunta a ¢ e tangente
ad essa, fuori delle cuspidi, dovunque la incontra, ciod nei punti del gruppo 7.

Osserviamo ora che le cuspidi di ¢ ed i punti 7 esauriscono le interse-
zioni di ¢ eon p; quindi, chiamata per un momento con ¢ una determinata
curva aggiunta secante su ¢ un grappo T (equivalente a T+ hR) e chiamata
analogainente p' la curva aggiunta a ¢ e tangente ad essa, fuori delle cuspidi
nei punti del gruppo 7’, il sistema completa dellelcurve ¢78 dato dalle curve
della forma ~

(.ll = q) + e = 0

dove o & un polinomio di ordine h (e quindi in particolare una costante se
h = 0). Pertanto accanto alla espressiome (3) per la curva ¢ sussistono le
infinite altre B o '
¢ =($ + 2p9)’ — 4p(p’ + $o + pa’)
da ‘cui si deduce che la generica curva p’ ha 1’ espressione
7 p’ = ;»‘.—l— :pc +pc’ =0

E quindi sempre possibile supporre che T’ sia un gru|po generico nella serie
dei gruppi equivalenti a T+ AR e pertanto escludere che la curva p’ sia ri-
ducibile, giacchd quesio fatto porterebbe di conseguenzn I’esistenza di un fat-
tore comune ai polinomii 4, p. e p, e quindi. per I’ espressiotie sopra data per
la curva ¢, la riducibilith di questa. Circostanza questa esclusa dalla nostra
ipoteri di genericita di ¢ nel sistema continuo a cui appartiene.

‘ Ora ¢ stato dimostrao dalla prof. G. MASOTTI B1G6GIOGERO (%) che, nelle
ipotesi da noi poste per la curva ¢, esistono per il gruppo 7" una curva ¢ di
ordine (m + 2h)/4 ed una curva d di ordine (m + 6h)/4; quest’mltima ivi
pluritangente alla v e non confenente la c.

Chiamiamo ora @ una curva determinata ma generica de! fascio

(4) dp +-A(p) = 0.

KEssa  manifestamente irriducibile, di ordine 3(m 4 2h)/2 e possiede, come
Bole singolarith, delle cuspidi nelle cuspidi di ¢ con le medesime Lun enti

(® Cir. G. MasorTI§BIGGI00ERD, La caratlerizeaszione della curva di diramagione det
piani tripli ottenuta mediants sistemi di curve plurilangenti, « Rend. Iat. Lomb. s, vol. 80,
(1848-47; pp. 1-12). Ivi PAutrice dimostra il fatto per le ecurve di diramazione dei piani tripli
del « caso seinplice ». I eetensione al casc da noi qui trattato si ottiere semplicemente col
rendere letterali gli indici numerici che I’Autrice appone alle enrve che usa.
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cuspidali e delle coppie di punti tripli nei punti del gruppo 7’ avendo ivi
come tangenti le tangenti comuni a ¢ ed a d. Inolire ¢siste una curva ¥ data da

U =d}+ cp

irriducibile, avenie ordine 3(m + 2h)/4 micth di quello di ®, la quale visibil-
mente passa per la cuspidi di ® stessa ed in ogni punto del gruppo 7’ pos-
siede un nodo, con uno dei rami tangente aila tangente comune 2 ¢, p' e d e
quindi tangente ai tre rami di @ che ivi hanno origine.

Ora & stato dimostrato (°) che ogni curva ®g, di ordine 6n possedente
come sole singolarith 6n’ cuspidi che costituiscano il gruppo completo delle
intersezioni di una curva p,, (di ordin~ 2n, un terzo di quello di ®y,) ed una s,
di ordine 3n (metd di quello di ®,) si pud rappresentare nella forma

Doy = | pan | + | @au 1*
dove gs. ® una curva che si rappresenta nella forma

q&‘:(bg,‘-l—pg,,a”:O

(essendo o, un opportunc po'inomio); e tale risultato vale anche qualora le
cuspidi di ®g, vengano a coufluire a terne dando coppie di punti tripli infi-
nitamente vicini, purch® si intenda che in questo caso la curva p sia ivi tan:
gente alla tangente comune dei tre rami lineari che hanno ivi origine e la g,
passi con un nodo, di cui-un ramo sia tangente alia tangente comune.

Sotto queste ipotesi cade appunto la nostra curvae ®.data dalla (4), in
relazione alla quaie I'ufficio delle curve pa, e Ys, di cui abbiimo testd parlato
& sostenuto dalla curva p’ e “dalla W rispettivamente. Si potra dunque co-
struire una ourva ¢’ dello stesso .ordine di ¥ avente nei punti T’ lo stesso suo
comportamento e tale che ® appartenga al fascio

P PP+pigi*=0.

Con scelta opportuna dei polinomii che, uguagliati a zero, danno le equa-
zioni delle curve in questione sard quindi possibile scrivere
®) . do=41p1*+1q I

Abbiamo pii sopra escluso che la curva p’' = O possa essere riducibile e,
dalla espressione trovata per la curva W =0 si esclude pure facilmente che
essa, ¢ quindi la ¢ = 0, possa contenere la p' = 0 come parte. Possiamo quindi
concludere che non esistono parti comuni alle curve p' =0 e ¢ = 0 ¢ pertanto,

in base alla formula (5) qui scritta, dedurre che la nostra curva ¢ costituisce
’intera ourva di diramazione del piano triplo

2 +3pz+q¢ =0 ().
™ Cfr\C F. MANARA, Per la caratieriseazions delle curve di diramacione dei piani

tripli, «+ Boll. Un. Mat. It. », serie II, anno IIL 1948, pp. 114119,
(") Ofr. G. PoMPILI, Mem. oit. in (2).
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3. Paseiamo ora ad affrontare il problema B che risolveremo dimostrando
I’ anicitd birazionale del piano triplo costruito a partire da una curva ¢ che
soddisfi alle ipotesi del Teorema A ; per tale scopo & opportuna una seconda
rappresentazione analitica della curva p, che raggiungeremo attraverso le
seguenti considerasioni :
applichiamo anzitutto il teorema, gid invocato, di GERGONNE alla
ourva p’. Poiché, come & facile verificare, i punti 7" esauriscono le interse-
zioni delle curve ¢ e d e poichd la carva p’ passa per tutti i punti 7" essendo
ivi tangente alla carva ¢ e quindi alla d, esisterd un polinomio b di ordine
(m — 2h)/4 tale che sia
(6) _ p =db—c.

Analogamente, .pp].wa.tlo ripetatamente il teorema di N8THER alla curva ¢
e tenendo conto del comportamento che quesia deve avere ‘hei punti del
grappo T", cio2 un nodo in ogununo di essi, con uno dei rami tangente alla ¢
(e quindi alla d) si conclnde che devono esistere un polinomic a di ordine
(" — 6h)/4 ed un polinomio ¥-di ordine (m — 2h)/4 tali che

q =d'a + cdb’ + 2¢°.
Sostituiamo ora nella (5) le espressioni qui trovate per i polinomii p' 0 ¢ ed
imponiamo che il polinomio che ne risulta al secondo membro sia divisibile
per d° ; eseguiti i calcoli, troviamo che deve essere divisibile per d il polinomio
® ~ 12b¢* + 4b'c*
e poiché, come abbiamo ricordato sopra, d non contiene ¢, dovra essere divi-
sibile per d il polinomio
9 12b + 40’ ]
Sono ora a distinguersi due casi. Anzitutto se & h >0 il poﬁnomio d di or-
dine (m + 6k)/4 pud dividere il polinomio (9) che ha ordine (m — 2h)/4 solo
se quest’ultimo & identicamente nullo; si ha allora

(10) - ¥=—3b
e si pud sorivere
(11) . 9 = ad® — 3bed + 2¢°.

Se invece A =0 i polinomii a, b, ¥’ ¢, d hanno tutti lo stesso ordine m/4 e
possiamo intanto, concludere che deve essere almeno

b= —3b+ Ad.
Ma allora posto @' = @ + A¢ abbiamo ancora
ayvy | g = a'd* — 3bed + 2¢°

In ogni 0aso dunque, portate le espressioni definitive di p’ e ¢/, date dalle (6),
(11) oppure (11), nella (5) e scrivendo sempre @ al posto di a’'avremo

(12) ¢ = o’d® + dac® — 6abed — 3bc* + 4b°d
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ossia ¢ risulta data dal discriminante dell’equazione di terzo grado in 2
(13) az® 4+ 3b2* + 30z +d =0.

I’ espressione (12) & appuate quella che ci servira per punto di partenza
per risolvere il nostro problema B e precisamente dimostrare I’ unicitd bira-
gionale del piano triplo ccstruito a partire dal.a curva data ¢.

4 Siamo giunti » rappresentare la curva ¢ mediante quattro polinom.i a,
b, ¢, d di cui abbiamo dimostrato 1’ esistenza, e di conseguenza abbiamo anche
costrunito un modello proiettivo (13) di piapo triplo diramato dalla ¢ stessa.
Viceversa & chiaro che,-dato un piano triplo (13), in cui i doeffipienti siano
dei polinomii di ordini rispettivamente (m -- 6h)/4, (m — 2h)/4, (m -+ 2h) /4,
(m +6h)/4 esso ammette nna curva di diramazione di ordine m che soddisfa
alle ipotesi del’teorema A. S: deduce facilm-nte di qui che le curve di un
dato ordine che soddisfanno alle ipotesi del teorema A appartengono ad un
unico sistema continng.

Facciamo allora variare % nel sistema contlnuo (12) da cssa definito, in
modo che ifpolinomi a e d tendano a diventare nulli, cosicché essa si riduca,
al limite, alla somma di due curve doppie ¢* e b* e le sue cuspi li -oonfluniscano
a terne nelle intersezioni di ¢ e b.

La curva ¢ viene cosl a ricadere sotto le ipotesi di un noto teorema di
identita birazionale del CHISINI (*) e pertanto possiamo concludere che sus-
‘giste il

TrorEMA B. - Esiste un unico piano friplo (nel campo birazionale) che am-
metle come curva di diramazione una ¢ soddisfacente alle ipolesi del teorema A.

(®) Cfr. O. CH181N}, Sulla identitd birazionale di due funziomni algebriche di dus variabili
possedenti una medesime curva di diramasione, « Rend. Ist. Lomb. s, vol, 77, (1948-44 ;
(pp. 1-18).




