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L’ASSIOMATICA CLASSICA

E MODERNA

l. L'ASSIOMATICA

GEOMETRICA CLASSICA

1. Si puo dire che I’assiomatica sia nata
con la geometria razionale, ¢ precisa-
mente con il primo trattato di guesta
scienza che la Storia ricordi: gli Elemen-
¢i di Buclide; infatti in quest’opera mi-
rabile il grande geometra greco impo-
sta per primo il metodo che sara adotta-
to da tutta la matematica successiva; ta-
le metodo consiste nell’enunciare espli-
citamente, all’inizio dell’opera, le pro-
posizioni che non vengono dimostrate,
¢ nel dimostrare poi ogni altra proposi-
zione che viene enunciata.

E noto che negli Elementi le proposizio-
ni enunciate senza dimostrazione sono
di due tipi; alcune vengono chiamate
«Nozioni comuni», e hanno carattere di
grande generalita. Ricordiamo qui, a ti-
tolo di esempio, le seguenti (Cfr. i Ma-
teriali in inserto a p. 49):

I - «Cose che sono uguali ad una stessa
sono uguali anche tra loro» ... ¢ pin
sotto:

VIII - «Ed il tutto & maggiore della
parte»’.

Prima di queste proposizioni Euclide ne
enuncia cinque, le quali riguardano del-
le nozioni di carattere piu specificamen-
te geometrico, o delle costruzioni o del-
le operazioni da eseguirsi sugli oggetti
della geometria. E noto che queste pro-
posizioni, enunciate — come si ¢ detto
— senza dimostrazione, vengono da Eu-
clide chiamate «Postulati»; ¢ anche no-
to che alcuni storici hanno interpretato
questo nome come il sintomo di una vo-
lonta dell’autore di conferire alle frasi un
carattere diverso dalle precedenti; come
se Pautore fosse conscio del fatto che
queste proposizioni hanno degli oggetti
meno generali di quelle enunciate in pre-
cedenza; e come se questo carattere di
minore generalita limitasse in qualche
modo la certezza che le proposizioni stes-
s¢ portano con sé. Ricordiamo che una
tra queste riguarda il parallelismo tra ret-
te, e viene chiamata abitualmente «Po-
stulato della parallela», o anche «Postu-
lato di Euclide», quasi per antonomasia;
esso infarti ha dato luogo ad una seco-
lare catena di tentativi di dimostrazione,
e pertanto € stato in qualche modo as-
sunto a caratterizzare tutta 1’opera del
grande geometra greco; alcuni autori poi
parlano semplicemente del «Quinto po-
stulato», limitandosi ad indicare 1’ordi-
ne nel quale tale proposizione & enuncia-
ta nel trattato euclideo tra i postulati.

v Cfr. Gl Elementi di Euclide, a cura di A, FRATESE
e L. Maccront, UTET, Torine 1970.

2. Abbiamo detto che I'impostazione
data da Euclide alla sua esposizione del-
la geometria ¢ rimasta nei secoli come
un modello di tutta la trattatistica suc-
cessiva, quando abbia raggiunto un sod-
disfacente grado di rigore. In questo or-
dine di idee infatti noi crediamo che
questo stile di esposizione sia testimo-
nianza di una ricerca di chiarezza e di
certezza che & tipica non soltanto della
geometria, ma di tutto il pensiero ma-
tematico.

Nel caso in esame questa chiarezza e
questa certezza vengono cercate metten-
do in evidenza 1 principi sui quali si ba-
sa la teoria che viene in seguito esposta
e sviluppata. La mentalita tipica, che ha
ispirato la matematica greca, e che ispt-
rera la scienza successiva fino al secolo
XIX, &la ricerca di proposizioni inizia-
li che potessero essere accettate da tutti
in forza della loro evidenza, cioé a cau-
sa del fatto che tali proposizioni enun-
ciavano delle proprieta vere di enti esi-
stenti: gli oggetti appunto della geome-
tria. Soltanto la crisi del secolo XIX ¢co-
strinse gli studiosi a considerare i postu-
lati da un altro punto di vista. Tale cri-
si & stata maturata da secoli di tentativi
per giungere a dimostrare il postulato
della parallela, ed & stata scatenata dal-
la creazione delle geometrie non-eucli-
dee, e dalla constatazione del fatto che
gueste geometrie sono coerenti, ¢ prive
di contraddizioni interne.

Questa constatazione ha condotto i geo-
metri a considerare i postulati non co-
me fondati sulla evidenza dei contenu-
ti, cioé sulla aderenza degli enunciati ad
una realta materiale idealizzata in qual-
che modo, ma tenendo presenti soltan-
to le necessitd della fondazione rigoro-
sa della dottrina che si sta costruendo.
La dimostrazione della compatibilita lo-
gica, della coerenza dei sistemi di geo-
metria che negavano il postulato eucli-
deo della parallela costrinse i matema-
tici a ripensare un concetto che era sta-
to ritenuto chiaro fino a quell’epoca; si
tratta del concetto che viene abitual-
mente indicato con la espressione «spa-
zio geometrico» o con alire equivalen-
ti: infatti si potrebbe pensare che, hella
mentalita classica, i postulati fossero de-
stinati ad esprimere delle proprieta di
questo enite, proprietd ritenute talmen-
te evidenti da poter essere accettate sen-
za dimostrazione alcuna, per il solo con-
trollo della osservazione sperimentale.
Questo modo di vedere le cose era sta-
to in qualche modo messo in dubbio dai

tentativi secolari (dei quali si & detto) di
dimostrare il quinto postulato; ma sus-
sistevano pochi dubbi sulla esistenza
dello spazio (beninteso considerato co-
me oggetto della geometria).

La dimostrazione della coerenza delle
geometrie non-euclidee suscitd delle gra-
vi difficolta a queste concezioni: infatti
se esistesse un ente, immaginato come
dotato di certe determinate proprieta,
sarebbe impossibile che esso fosse de-
scritto e conosciuio da teorie contraddit-
torie, come sono la geometria classica
euclidea e le geometrie non-euclidee; in-
fatti nella concezione abituale siamo por-
tati ad escludere che un ente abbia pro-
prieta contraddittorie, perché cio impli-
cherebbe la impossibilitd di costruire
una qualungue teoria coerente su di esso.
Si dovette quindi abbandonare la conce-
zione classica della geometria, conside-
rata come una scienza qualificata e defi-
nita dai suoi oggetti e dai suoi contenuti,
per adottare una concezione che permet-
tesse di superare le difficolta logiche ge-
nerate dalle dimostrazion acquisite.
Questo abbandono portd come conse-
guenza anche la necessita di guardare in
altro modo ai postufati, Questi non po-
terono piu essere considerati come del-
le proposizioni la cul validita é fondata
sulla evidenza, e sulla aderenza ad una
realtd esteriore a noi, che viene descrit-
ta in base all’osservazione elementare,
ma furono considerati come delle pro-
posizioni scelte con una certa liberta,
che forniscono la definizione implicita
(0 definizione d’uso) dei concetti della
geometria.

Per avere un’idea del cambiamento di
prospettive che cosi veniva instaurato
basta confrontare, per esempio, le fra-
si con le quali iniziano due trattati or-
mai classici: gli Elementi di Euclide ed
i Grundlagen der Geometrie (Fonda-
menti di geometria) di David Hilbert.
La prima frase degli Elementi ¢ ben no-
ta, e recita:

«Il punto & ¢id che non ha parte».
Essa ha fatto scorrere fiumi d’inchio-
stro, come suol dirsi; molti commenta-
tori hanno voluto vedere in questa fra-
se la definizione del punto, inteso come
elemento fondamentale e primario del-
la geometria; ed ancora oggi qualcuno
adotta questa interpretazione della fra-
se, ignorando evidentemente le difficol-
ta che ne conseguono.

La prima frase dell’opera di Hilbert
suona invece (Cfr. i Materiali in inser-
to ap. 52)

«Pensiamo a tre insiemi di oggetti: gli
oggetti del primo insieme saranno chia-
mati “punti’’, ... quelli del secondo in-
sieme saranno chiamati “‘rette”’,
quielli del terzo insieme saranno chiama-
ti ““piani’’n».
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Non vi & quindi pit la velleitd di defini-
re, o almeno di descrivere cid di cui si
parla: infatti la definizione rigorosa de-
gli oggetti sard data implicitamente dal
sistemna di assiomi che verranno formu-
lati subito dope. Pertanto € stata qui
adottata in modo esplicito e metodico
la tecnica della definizione implicita (o
definizione per postulati, o anche defi-
nizione d’uso, secondo alcuni Autori)
degli enti di cui si parla.

Come é noto, quando si adotti questo
atteggiamento si debbono di conseguen-
za risolvere vari problemi, di fondamen-
tale importanza logica ed epistemologi-
ca. Se infatti si abbandona la pretesa
che i postulati enuncine delle proprieta
di certi enti la cui esistenza ¢ accettata
o accertata in qualche modo, si presen-
ta il problema fondamentale di garan-
tire che il sistema delle proposizioni
enunciate non contenga alcuna contrad-
dizione che é attualmente nascosta, ma
che potrebbe diventare palese a seguito
delle conseguenze che si traggono dalle
proposizioni enunciate; occorre quindi
garantire che tale sistema sia, come suol
dirsi, compatibile o coerente. Invero se
sussistesse il riferimento ad una realtd
esteriore questa potrebbe essere assun-
ta come garante della coerenza del siste-
ma di proposizioni che la descrivono;
ma la mancanza di questo riferimento
costringe il ricercatore a colmare in al-
tro modo la lacuna, ed a garantire la
compatibilita del sistema di proposizioni
iniziali che si enunciano.

3. La costruzione di un sistema di postu-
lati presenta anche un secondo problema
logico fondamentale, oltre a quello della
compatibilita del sistema di proposizioni
enunciate; si suole enunciare tale proble-
ma dicendo che occorre assicurare la in-
dipendenza del sistema di proposizioni.
In altre parole, occorre garantire che nes-
suna delle proposizioni che si enuncia-
no possa essere dimostrata sulla base del-
le altre. In particolare si pud cercare di
garantire che nessuna delle proposizioni
possa essere dimostrata sulla base di
quelle che sono enunciate prima di lei,
oppure si pu¢ cercare di garantire che
nessuna proposizione possa essere dimo-
strata sulla base di tutte le altre (cioe di
quelle che la precedono e di quelle che la
seguono). Nel primo caso si suol dire che
le proposizioni del sistema sono «ordina-
tamente indipendenti»; nel secondo caso
si suol dire che le proposizioni del siste-
ma sono «assolutamente indipendenti».

4. I due problemi logici che abbiamo
presentato poco sopra non hanno la me-
desima importanza: invero si potrebbe
dire che il primo, cioé quello della coe-
renza, € il pit importante; infatti se il
sistema di postulati che si enuncia con-
tiene una contraddizione nascosta, tut-
ta Ia teoria che si costruisce sarebbe pri-
va di consistenza. Nel secondo caso,
cioe in relazione al problema della in-
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dipendenza dei postulati, 1’accertamen-
to di questa qualitd del sistema di pro-
posizioni enunciate ¢ meno importante,
perché la sua mancanza non inficia la
validita complessiva deila teoria che si
vuole costruire; e d’altronde la soluzio-
ne di questo problema si pud ricondur-
re a quella del primo: infatti per dimo-
strare che un dato postulato & indipen-
dente dagli altri del sistema che si pre-
senta & sufficiente dimostrare che & com-
patibile il sistemna costituito dalia nega-
zione del postulato considerato ¢ dalla
affermazione di turtti gli altri.

La procedura che viene abitualmente se-
guita per accertare la coerenza di un si-
stema di postulati & quella che porta ad
esibire un insieme di enti, scelti fuori dal-
la teoria che si vuole costruire, che veri-
fichino i postulati enunciati; pin preci-
samente, agli enti considerati vengono
attribuiti come nomi 1 termini che entra-
no nelle proposizioni, ed in questo caso
i postulati traducono le relazioni, che si
suppongono note, tra gli enti considerati.
Si tratta quindi del ricorso ad una real-
14 esteriore, ricorso che, almeno in que-
sto ordine di idee, appare inevitabile,

Il. LA RELAZIONE DI

TRA FIGURE

Cosi, nel caso dell’opera di Hilbert che
abbiamo citato, i termini che entrano

nelle proposizioni (punto, retta, piano °

gcc.) vengono interpretati come nomi di
certi enti tratti dall’algebra, o dall’ana-
lis1 matematica; di conseguenza i postu-
lati riproducono delle proprieta di que-
sti enti: cosi per esempio if termine

¥

«puntoy» viene interpretato come nome -

di una terna ordinata di numeri, il ter-
mine «piano» viene interpretato come
nome di una equazione lineare in tre in-
cognite, e cost via. [ postulati che ven-
gono enunciati traducono, in questo ca-
so, delle proprietd fondate sull’algebra
lineare in un campo NUINErico.
Ovviamente la validita di questa proce-
dura presuppone che sia gia stata accer-
tata la coerenza dell’algebra e dell’ana-
lisi matematica. Tuttavia questa proce-
dura non instaura un circolo vizioso,
perché la coerenza di queste due dottri-
ne pud essere garantita senza ricorrere
a delle nozioni di geometria; e comun-
que & lecito pensare che, nel peggiore dei
casi, la geometria reggera logicamente
almeno fino a quando reggeranno 1’al-
gebra ¢ ’analisi matematica.

UGUAGLIANZA

1. La relazione di uguaglianza tra figu-
re geometriche pud essere analizzata con
gli strumenti della logica ed inquadrata
nella mentalita e nella metodologia della
impostazione assiomatica, della quale
abbiameo trattato nel cap. 1.

Si pud osservare che la relazione di
uguaglianza ha una importanza fonda-
mentale nella geometria classica; basti
ricordare che essa viene introdotta da
Euclide con la proposizione 4 del primo
libro degli Elemnenti?. Nella manualistica
abiftuale il contenuto delle proposizioni
ricordate viene presentato parlando di
«criteri di uguaglianza dei triangoli».

In particolare quelle che viene indicato
di solito come il «primo criterio di ugua-
glianza dei triangoli» afferma che due
triangoli, i cui vertici sono indicati con
i simboli: A, B, Ced A’, B/, C’ scno
uguali se sono valide le relazioni seguen-
ti: lato AB =lato A’B’, lato AC =lato
A’C’ ed infine se I’angolo avente verti-
ce in A ¢ uguale a quello che ha vertice
in A’. E noto che nel trattato euclideo
questo criterio di uguaglianza di due
triangoli viene presentato con riferimen-
to al trasporto rigido di uno dei trian-

*  Facciamo riferimento al volume: G# Elementi di Eu-

cfide, a cura di ATTILIO FRAJESE ¢ LAMBERTO MACCIONT,
UTET, Toring 1970.

goli fino a farlo sovrapporre all’altro.
Questa impostazione & stata abitual-
mente accettata sulla base delle nostre
esperienze che riguardano le manipola-
zioni quotidiane sui corpi rigidi; ed an-
che il concetto di «corpo rigido» viene
da noi costruito partendo dalle esperien-
ze di manipolazione di oggetti materiali
che non cambiano visibilmente di forma
per opera degli sforzi che noi possiamo
produrre con le nostre forze muscolari.
Tuttavia la critica dei secoli pitt vicini a
noei non si € potuta accontentare dell’ap-
pello alia esperienza o ad una pretesa in-
tuizione geometrica che su di essa si fon-
da; in particolare ¢ stato avvertito il pe-
ricolo di circolo vizioso, che nasce ricor-
rendo alla uguaglianza tra figure per la
definizione di trasporto rigido, ¢ al con-
cetto di trasporto rigido per la definizio-
ne della uguaglianza tra figure. Tale pe-
ricolo era gia stato segnalato da Arthur
Schopenauver [Die Welt als Wille und
Vorstellung — 11 mondo come volonta e
rappresentazione], il quale aveva critica-
to il ricorso che Euclide fa al trasporto
rigido, proprio in uno dei punti fonda-
mentali della sua costruzione teorica’.

*  Laquestione & discussa estesamente nel volume cita-
to di Frajese e Maccioni, ed anche nella classica opera
di TaoMas L. Heatu, The thirteen books of Euclid’s Ele-
rmeats, New York 1936.
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2. La situazione che abbiamo analizza-
to poco sopra potrebbe essere descritta
parlando di «crisi della nozione di ugua-
glianza»; e vorremmo osservare che in
questo contesto il termine «crisi» non
vuole avere il significate abituale, che
fa riferimento anche a situazioni di fi-
ne, caduta, fallimento; ma invece vuo-
le avere il significato (suggerito anche
dalla etimologia greca) di analisi, giu-
dizio, ricerca di fondamento.

Questa analisi & stata favorita e quasi
urgentemente richiesta dalla invenzione
(avvenuta nel secolo scorso) di nuovi ra-
mi della geometria, in particolare dalla
nascita della geometria proiettiva; na-
scita che si deve al lavoro di due geniali
matematici, che hanno lavorato con
mentalitd profondamente diverse, rag-
glungendo tuttavia il risultato storico di
dotare la geometria di un nuovo fonda-
mentale capitolo: intendiamo alludere a
K. K. von Staudt ed a V. Poncelet.
L’importanza della nascita della geome-
tria proiettiva non risiede soltanto nel
fatto che essa ha dotato, come abbiamo
detto, la matematica di un nuovo, im-
portante ed imponente capitolo; a no-
stro parere infatti I'importanza risiede
anche nel fatto che essa ha dato occasio-
ne ed ha fornito lo stimolo per un lavoro
di sintesi dei contenuti delle ricerche
geometriche; tale lavoro di sintesi ha
trovato la sua espressione nella celebre
dissertazione inaugurale di F. Klein, che
oggi viene abitualmente ricordata con la
espressione «Programma di Erlangen»
(Cfr. i Materiali in inserto a p. 59).
In quest’opera Felix Klein risolve il pro-
blema della classificazione delle varie
geometrie esistenti al suo tempo utiliz-
zando il concetto di gruppo di trasfor-
mazioni. I.’osservazione fondamentale
da cui si puo partire per comprendere le
idee di Klein potrebbe essere esposta di-
cendo che gia nella geometria classica lo
spostamento di una figura con un movi-
mento rigido era considerato non in-
fluente rispetto alle proprietd delle quali
sl interessava il matematico; con altro
linguaggio si potrebbe dire che la geo-
metria classica studiava le proprieta del-
le figure che non variavano con movi-
menti rigidi. Ora si osserva che si posso-
no comporre questi movimenti in modo
naturale, ¢ che I’'insieme dei movimenti
cosl composti, € con le proprieta che ne
derivano, costituisce un gruppo. Pertan-
to si giunge ad osservare che Poggetto
di studio della geometria classica & I’in-
sierne delle proprieta delle figure geome-
triche che rimangonoe invarianti rispet-
to al gruppo di trasformazioni costitui-
to dai movimenti rigidi dello spazio.
La nascita della geometria proiettiva
portd Pattenzione dei geometri sulle tra-
sformazioni proiettive delle figure; que-
ste costituiscono un gruppo pil esteso
del gruppo di trasformazioni, ammes-
so dalla geometria elementare; infatti
quest’ultimo pud essere visto come un
sortogruppo del gruppo proiettivo, ed

& caratterizzato dal fatto di lasciare in-
variata una certa figura che viene anche
definita I’«assoluto» dello spazio.
Pertanto, sotto lo stimolo della proble-
matica generata dalfa geometria proiet-
tiva, iniziava la revisione critica del con-
cetto di ugnaglianza tra figure geome-
triche. In forma rudimentale e somma-
ria si potrebbe dire che nella concezio-
ne classica I'uguaglianza di due figure
era considerata come una relazione no-
ta, ed il trasporto rigido era visto come
un mezzo per verificare il sussistere della
relazione stessa. Ma I’invenzione della
geometria proiettiva indusse a conside-
rare come uguali tra loro due figure che
fossero trasportabili Puna sull’altra con
una trasformazione proiettiva, e non
soltanto con un movimento rigido o, al
massime, con una similitudine. Si po-
trebbe esporre 'insieme di questi con-
cetti in forma poco precisa, ma sugge-
stiva, dicendo che occorre scegliere tra
due modi’di vedere le cose: o due figu-
e si sovrappongono ¢on una trasforma-
zione di un determinato gruppo perché
sono uguali; oppure esse sono uguali
perché sono sovrapponibili 'una sull’al-
tra con una trasformazione. Nel primo
caso la relazione di ugnaglianza & con-
siderata nota prima della trasformazio-
ne; nel secorido caso il gruppo di tra-
sformazioni & costitutivo della relazio-
ne di uguaglianza tra figure.

Come abbiamo gid detto, la prima po-
sizione & quella classica; pertanto 'evo-
luziene critica di cui abbiamo detto ne
costituisce, per cosl dire, un ribattamen-
to radicale.

In ogni caso le esigenze della critica
odierna richiedono che anzitutto venga
esplicitamente detto quale sia la strada
che viene scelta, ed in secondo luogo ri-
chiedono ché non venga lasciato nulla
ad una pretesa ifituizione geometrica,
ma che I’insieme dei concefti scelti co-
me primitivi venga precisato attraverso
un insieme di postulati (¢ assiomi che
dir si voglia) esplicitamente presentati
come tali; queste proposizioni SOno na-
turalmente enunciate senza dimostrazio-
ne, ma o¢corre ovviamente che sia ac-
certata la loro compatibilita ed anche la
loro indipendenza.

3. Una fra le trattazioni moderne che
imposta rigorosamente il problema dei
fondamenti della geometria, rimanendo
tuttavia nella mentalita classica, & quella
data da David Hilbert, nella sua opera
intitolata «Fondamenti di geometriax,
che abbiamo gia citato sopra; in essa il
grande matematico tedesco sceglie il
concetto di uguaglianza come congetto
primitivo, ed enuncia un insieme di pro-
posizioni (assiomi) che ne danno la defi-
nizione implicita. In tal modo egli giun-
ge a superare le critiche (che abbiamo ri-
cordato) avanzate contro la posizione
euclidea, sulla base della osservazione
che una nozione cosi importante, ed an-
zi addirittura fondamentale come quella

di uguaglianza fosse stata introdotta con
il riferimento ad una operazione fisica
concreta, come il trasporto rigido.

Tuttavia gia nel secolo XIX H. von
Helmholtz preconizzo la strutturazione
di un insieme di proposizioni fondamen-
tali della geometria che facesse esplici-
to riferimento ai gruppi di trasforma-
zioni. Pensiamo che non sia senza signi-
ficato il fatto che questa idea sia stata
lanciata da un cultore di fisica, divenu-
to famoso per le sue opere in questa
branca della scienza. Crediamo infatti
che le idee del fisico tedesco siano state
il germe per una visione abbastanza
nuova ed originale della ggometria: pre-
cisamente crediamo che questa imposta-
zione (originata, come abbiamo detto,
dalle idee di Helmholiz) abbia attirato
I’attenzione dei cultori di geometria da-
gli oggetti ai nostri comportamenti nei
riguardi di essi. Invero nella visione clas-
sica la geometria era considerata (come
si & detto) come determinata dail suoi
contenuti, dai suoi oggetti; questi veni-
vano identificati nelle figure, le quali,
a loro volta, possono essere guardate
come originate dalle nostre esperienze
sul mondo materiale, elaborate dalla
fantasia. Anche la trattazione di Hil-
bert, come abbiamo detto, non si sco-
sta da questa concezione, pur introdu-
cendo in essa il rigore del metodo assio-
matico. Invece la concezione originata
dalle idee di Helmholtz sposta |’atten-
zione dagli oggetti alle trasformazioni di
questi; pensiamo che a questo punto sia
facile il passo che porta dagli oggetti ai
nostri comportamenti nei loro riguardi;
cioe conduce dalla geometria, intesa in
senso classico come studio di oggetti im-
mutabili ed ideali, alla geometria inte-
sa come primo capitolo della fisica, cioé
come dottrina che razionalizza le nostre
esperienze nei riguardi dei primi e fon-
damentali aspetti del mondo reale.

Di conseguenza alcune figure geometri-
che, che erano considerate come lnoghi
geometrici, ¢cioé come insiemi di oggetti
elementari (punti) caratterizzati da cer-
te proprieta vengono invece presentate
in modo, per cosi dire, dinamico, come
traiettorie (oppure orbite che dir si vo-
glia) descritte da un punto o da certi
punti, trasformati dalle operazioni di un
gruppo. Cosi per esempio la retta, che
nella visione classica € vista come un in-
sieme privilegiato di punti dello spazio,
in guesta impostazione viene vista co-
me la traiettoria di un punto al quale so-
no state applicate tutte le traslazioni ge-
nerate dalle potenze (ad esponente rea-
le qualunque) di una traslazione data.
Questo aspetto, relativamente nuovo,
secondo il quale si pud oggi presentare
la geometria, sard pit diffusamente pre-
50 in considerazione nel seguito. Ci limi-
tiamo qui a ricordare che i matematici
della scuola di G. Peano, ed in partico-
lare Mario Pieri, dedicarono vari e fon-
damentali lavori ai fondamenti della
geometria. Tra gli altri il Pieri trattd dif-
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fusamente della fondazione della geo-
metria su questi criteri nel suo.lavoro
sulla geometria elementare fondata sul
concetto di punto e movimento.

Questo modo di vedere la geometria ha
visto una recente importante fioritura
per opera del Bachmann® e di altri geo-

' FRIEDRICH BACHMANN, Auwfbau der Geometrie aus
Spiegelungsbegriff, Berlin 1573,

Il. L’ASSIOMATICA

metri che si dedicano a ricerche ispirate
a queste idee,

Pare a noi di poter dire che in queste im-
postazioni i concetti della geometria
vengono strettamente collegati con cer-
te strutture algebriche di grande impor-
tanza, ampliando cosi le visioni di F
Klein e di H. von Helmholtz; e queste
strutture forniscono gli strumenti per la
descrizione degli oggetti geometrici ¢ per
la deduzione delle lore proprieta.

DELLE TRASFORMAZIONI

1. Cio che abbiamo scritto poco sopra,
a proposito della impostazione dei fon-
damenti della geometria nello spirito di
Helmbholtz, ¢i pare consono all’evoluzio-
ne dello spirito e dei metodi anche di al-
tre branche della matematica. A titolo
di semplice esempio ci pare che si possa
citare l’evoluzione storica recente del
concetto di algebra: infatti nel momen-
to della creazione di questa scienza essa
appariva come un insieme di nuovi me-
todi per conoscere ¢ trattare ivecchi con-
tenuti; in certo senso le regole dell’alge-
bra erano dettate dalle proprleta sup-
poste note, dei numeri che si conosce-
vano all’epoca. Uadoziene metodica di
operazioni prima non impiegate costrin-
se via via i matematici ad ampliare i
campi di applicazione, costruendo nuovi
insiemi numerici; nacquero cosi i numeri
relativi, e poi il campo complesso; ma
si potrebbe dire che in ogni caso le pro-
prieta dei contenuti ispiravano e in cer-
to modo giustificavano 'introduzione di
nuovi metodi & di nuove operazioni.
Si deve a L. Euler I'analisi della compo-
sizione dei movimenti polari (cio¢ dei
movimenti rigidi che lasciano fisso un
punto dello spazio), e Posservazione che
la composizione di due operazioni cosif-
fatte non & commutativa. La costruzio-
ne ¢ lo studio metodico di strutture non
commutative, come quella di gruppo, e
la loro applicazione a problemi geome-
trici (soprattutto per opera di Klein) fu
il germe della evoluzione che spostd gra-
duaimente Pattenzione dei matematici
sulla struttura delle operazioni piuttosto
che sugli oggetti che si studiano. Di mo-
do che lattenzione dei ricercatori & oggil
prevalentemente concentrata in primo
luogo sulle operazioni e sulle strutture al-
gebriche astratte. [ numeri ed i campi nu-
merici vengono visti piuttosto come al-
cuni contemuti che possono, per cosi di-
re, dar corpo afle strutture astratte,

2. Levoluzione cui abbiamo accennato
¢ avvenuta anche nel campo della geo-
metria, come abbiamo gia detto, ¢ co-
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me cercheremo di spiegare ulteriormen-
te. Osserviamo tuttavia che anche nella
impostazione classica della geometria si
possono trovare delle tracce di un modo
di pensare che pare diverso da quello
della considerazione abituale. Per esem-
pio si pud osservare che nella trattatisti-
¢a abituale, quando si vuole indurre il
lettore a formarsi un’immagine del pun-
to geometrico (nel senso abituale e tradi-
zionale del termine), si suole invitare il
lettore ad immaginare dei corpiccioli
sempre piu picceli, come macchioline
d’inchiostro o granelli di sabbia, e si suo-
le invitare poi a spingere al limité 1'im-
maginazione della piccolezza. Tuttavia
vale la pena di ricordare che Euclide usa
il termine greco «semeiony» (ciog segno)
per indicare i punto; questo termine po-
trebbe essere interpretato come un invito
al lettore ad eseguire una operazione che
consiste nel segnare un posto; e questo
posto ¢ ovviamente determinato in mo-
do univoco, in modo che non abbia sen-
so parlare di «parti» del posto indivisi-
bile seghato. Pertanto in questo modo di
vedere le cose riuscirebbe inutile ope-
razione della immaginazione, la gquale
deve respingere la possibilita di distin-
guere delle parti, sempre esistenti in un
corpicciolo materiale, per quante picco-
lo.esso sia. Un atteggiamento aderente a
questo spirito € stato assunto da G. Pea-
no, il quale, in une dei suoi lavori dedi-
cati all’assiomatica della geometria ele-
mentare, enuncia il seguente postulato:
«S1 pud segnare un puntox.

Pare quindi che si possa dire che in que—
sto modo il matematico piemontese ab-
bia inteso riferirsi ad una operazione che
l'osservatore pud eseguire sul mondo. cir-
costante, e quindi abbia, almeno in que-
sto, adottato il punto di vista che stia-
mo per esporre, cioé atteggiamento che
sposta 'accento dalle cose e dai conte-
nuti che si studiano sulle azioni e sui
comportamenti del soggetto che costrui-
sce una teoria per organizzare e razio-
nalizzare le proprie esperienze sull’am-
biente in cui vive ed opera.

Occorre tuttavia osservare anche che
questo atteggiamento non & stato adot-
tato da coloro i quali hanno proseguito
sulla strada da lui imboccata: infatti Ugo
Cassina ¢ Mario Pieri enunciano dei po-
stulati del tipo:

«Esistono dei punti»

il che vorrebbe significare, come spiega
per esempio U. Cassina, che

«La classe “punto” non & vuota».
Non & nelle nostre intenzioni criticare in
questa sede le opere di questi matema-
tici; dei quali intendiamo invece apprez-
zare lo spirito per cosi dire pionieristi-
co, con il quale hanno affrontato il pro-
blema dei fondamenti della geometria,
in ur’epoca nella quale questo proble-
ma, almeno negli ambienti scientifict ita-
liani, non era considerato interessante.
Tuttavia vorremmo osservare che, nello
spirito rigoroso della impostazione as-
siomatica, la definizione degli oggetti di
cud si parla é fornita implicitamente dal-
I'insieme dei postulati: se questi non so-
no compatibilt, nel loro insieme, ghi og-
getti di cui si parla non possono esiste-
re, e pertanto 1’affermaz1one della loro
esistenza viene dd avere poco senso.
Tuttavia si potrebbe anchespensare che
Fenunciato di Peano, che afferma che si
puod «segnare» un punto, possa essere in-
terpretato come un avvio alla procedura
per accertare la compatibilita del sistema
di postulati che si enunciano. Procedura
che, in qualche misura, pué anche fare
appello alle esperienze concrete, dalle
quali, in ultima analisi, prende la sua
origine la geometria; questa scienza in-
fatti si distingue da un puro gioco, o da
una esercitazione intellettuale puramente
astratta per il suo riferimento (pitt o me-
no immediato) alla reaita fisica.

Non ci pare che sia questo il luogo per
proseguire ulteriormente in questa dire-
zione; ¢i limitiamo ad osservare che le
questioni qui affrontate superano ed
estendono la problematica relativa all*u-
guaglianza tra figure, dalla quale que-
ste nostre considerazioni hanno preso
Pavvio.

3. A conclusione dei brevi cenni sulla
evoluzione del concetto di scienza geo-
metrica e defl’assiomatica relativa si po-
trebbe osservare che lo spostamento del-
Pattenzione del matematici, dagli enti al”
le operazioni, & quindi dalle proprieta
delle «cose» alle leggi che reggono i no-
stri comportamenti nei riguardi delle co-
se stesse non significa per nulia che la
matematica possa essere considerata co-
me il campo dei comportamentl arbitra-
ri o delle-invenzioni di pura fantasia,
senza legami con la realta.

Invero in questa nuova luce 'assiomati-
ca non cessa di essere legata dalla neces-
sita fondamentale di garantire la propria
coerenza,.ovvero I'assenza di contraddi-
zioni, palesi o nascoste. Perché la pre-
senza di contraddizione nell’insieme di
proposizioni iniziali porterebbe come
conseguenza alla inconsistenza di tutta
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la costruzione teorica che si cerca di im-
postare. La differenza tra questa con-
cezione relativamente nuova e quella
classica potrebbe dunque consistere nel
fatto che la richiesta di coerenza nella
concezione classica era diretta verse le
proposizioni che eniunciavano certe pro-
prieta degli oggetti che si studiano; nél-
la concezione pitt mederna la richiesta

di coérenza ¢ invece prevalentemente di-
retta verso I'insieme dei nostri compor-
tamenti nei riguardi di eventuali oggetti.
B d’altra parte la garanzia della coeren-
za intérna di un sistema di postulati puo
essere data con riféerimento ad una real-
ta esterna al sistema stesso, realta la cui
coerenza ¢ stata accertata.

Quindi la geometria, per quanto astratte

e generall siano le sue teorie, non potra
mai essere considerata come il régno
della pura fantasia scatenata, & poten-
zialmente anche incoerente; la geome-
tria nmane quel dominio della coeren-
za ¢ della chiarezza che I’hanno sempre
carafterizzata durante i secoli.

Carlo Felice Manara
Universitar df Milana

L’ASSIOMATICA DELLA
GEOMETRIA ELEMENTARE

E DELLE SUE TRASFORMAZIONI

Definizioni

{di EvcLms]

{Termini, dpot).
1. Punto & cio clie non ha parti.

IT. Linea & lunghezza senza larghezza.
III. Estremi di una linea’ sono punti.
1V, Linea retta & quella che giace ugual—
mente rispetto ai puntisu essa (c1oe ai

sioi punti}.

V. Superficie & cid che ha soltanto lun-
ghezza e larghezza.

VI. Estremi di una superf1c1e sono linee:
VII. Superficie piana & quella che giace
ugualmente tispetto alle rette si essa
(c1oe alle sue rette).

VIII. Angolo piano &1’ mchnazmne re-
qproca di due linee su un plano le quah
sl incontrino fra loro e non glacciano in
linea retta.

IX. Quando le linee che comprendono
Iangolo sono rette, l’angolo si chiama
rettilineo.

X. Quando una retta innalzata su una
Taltra] retta forma gli angoli adiacenti
uguali fra loro; ciascuno dei due angoli
uguali ¢ retta, ela retta innalzatasi chia-

ma perpendicofare a quella. su cui & fn-

nalzata.
XI. Angolo ottuso & qUello maggiore di
un refto,
XIL ‘Angolo acuto & gquello minore di
un retto.

XII1. Termine ¢ cid che & estremo di
: qualche cosa.

XIV: Figura ¢ cio che ¢ compreso da
uno o piv termini.’

XV. €erchio ¢ una figura piana compre-
sa da un’unica linea [che si chiama cit-
conferenza] tale che tutrelé rette, le qua-
li cadano sulla [stessa] linea [, cioé sul-
la circonferenza del cerchio,) a partire
da un punto fra quelli che glacciono in-
ternamente alla figura, sono uguali fra
loro.

XVI. Quel punto si chiama- centro del -

cerchio.

XVI. Diametro del cerchio & una refta
condotta per il centro e terminata da
ambedue le parti dalla circonferenza del
cerchip; la quale retta tagli anche il cer-
chio per meta.

XVIII, Semicerchio & la figura compre-
sa dal diametro e dalla.circonferenza da

-esso taghata. E centro del semicerchio

¢ quello stesso che & anchie centro del
cerchio,

XIX. Figure rettilinee sono quele com-
prese da rette, vale a dire: figure trila-
tére quelle comprese da tre rette, qua-
drilatere guelle compresé da quattro e
multilatere guelle comprese da pin di
quattro rette.

XX. Delle figure trilatere; ¢ triangolo
equilatero gquello che ha i tre lari ugua-
li, isoseele quello che ha soltanto dug tati
uguali e scaleno quello che ha i tre lati
disuguali. i
XXI, Infine, delle figure trilatere, &
triangolo réttangolo quello che ha un
angolo retto, ottusangolo quello che ha
un angolo ottuso, ed acutangolo quello
che ha i tre angoli acuti.

XXII. Delle figure quadrilatere, & qua-
drato quella’che & insieme’ equilatera
ed ha gli angoli retti, rettangole- quel-

la che ha gli angoli retti, ma non &

equilatera, rombo quella che ¢ equila-
teta, ma non ha gli angoh retti, romboi-
de queélla che ha i tati e gli angoh oppo-
sti uguali fra loro, ma 'nén & equilatera

‘né-ha gli angoli retti. E le figure qua--

drilatere oltre a queste si chiamino tras
pezi.

XXIIL. Parallele sono quelle rette che,
essendo nello stesso piano. e venendo
prolungate Lllumtatamente dal’una e
dall’altra parte, non si incontrano fra
loro da nesstma’ delle:due parti.

Peostulati (aitnpaza).

. Risulti postutato: che si possa condiir-
re una linea retta da un quaislam pusto:

ad egni altro punto.

I1, E che una retta terminata (= finita)
si possa prolungare continuamente in li-
nea rettd.

IIT. E che si possa descrivére un cerchio -

con qualsiasi centro ed ogni diStanza
(= raggio).

IV. E che tutti gli angoli retti siano

uguali fra: loro.
V..E che, se una retta venendo a cadere

- su due rette forma gh angoli interni e

dalla stessa parte minori di dye retti
(= tali che la loro somma sia minore di
dué retti), le due rette profingateillimi-
tatamerite verranno. ad incontrarsi da
guella parte in cul sono'gli angoli mi-

nori di due retti (= 14 cui somma & mi-
- nore di dye refti),

L oy i
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Nezioni comuni (kovai Evvotot).

1. Cose che sone uguali-ad una stessa

sono uguali-anche fra loro.

I1. E $e cose ughali sono addizionate a
cose uguali, le totalita sono uguali..
II. E se'da cose uguali sone sottratte co-
“'se uguali; i resti sono uguali.

VII. E cose che coincidono fra loro so-..

no. fra joro uguali.
50

Una pagina degli Flementi di Lucllde Firenze, Bi-
blioteca Laurenziana.

" Frontespizio della prita edizione degli-Elementi
di Euclide.

VIHI. Ed.il tutto & maggiore della parte.
[IV. E se cose uguali sono addizionate a
-cose disuguali, le totalita:sono disuguali].
V. E doppi di una stessa cosa sono
uguali fra lorol.

[VI, E metd di una stessa cosa sono
uguali fra loro].

[{tratto da BEvcripe, Gl Elemenit,
‘Frarese @ L. Macciowt, UTET,

edizione a cura di AL
1970].

Sun Fondamenti
della Geomeirla

[di GruserrE PEaNG] .
{Rivista di matematjca, vol. I'V, 1894, pp. 51-90)

Numerosi trattati di Geometria veggo-
no la luce ogni anno in [talia e all’este-
ro; spesso ne arrivano alla redazione
della Rivista, con domanda di una re-
censmne

Ora questi nuovi trattati non sono, in
generale, perfezionamenti di quelli gia -
pubblicati; ma vi si ripgtono, sotto va-
rie forme, le cose contennte’in altri, e
non si tien conto di quelle osservazioni
e studii speciali-faiti sui fondamenti del-
la Geometria, i quali studii, benché fatt
con scopo puramente scientifico; pur
tuttavia fin d’ora pernfettono, in certa
misura, di semplificare, rendendoli pit
rigorosi, i principii della Geometria. .
In guesta'nota mi propongo appunto di
trattare sommariamente quei punti in
clii si puo effettivamente raggiungere il
doppio scopo del rigore e della sempli-
cita; e di far notare agli inségnanti ed
agh studiosi che, anche mella matema-
tica piu elementare ci sia ancor vasto
campo di ricerche per loro natura inte-
ressanti, ¢ che possono‘essers immedia-
tamente utili, perfezionandoe i metodi di
msegnamento. Questi studii non esigo-
no vaste cognizioni, ma logica rigorosa.
E ben noto che, in Geometria, non tut-
to §i pud definire; ¢io & esplicitamente
détto da pin autori. !

Perd varia assai presso i diversi autori
il numero e la natura degli enti geome-
trici non definiti.

Affinché risulti ben c¢hiaro- quah enti si
defl_mscono in un trattato qualunque, e
quali no, si osservi che i termini, che tro-
vansi'in ésso, appartengono in parte al-
Ia Grammatica generale, o Logica; so-
no tali i termini &, sono, €, 0, HON ...
Chi si propone la loro classiticazione ri-
costruisce la logica matematica:
Considereremo come termini geometrik:i
tutti 1 termini che Compaiono in un k-
bro di geometria, e che non apparten-
gono alla logica generale.

E il primo lavoro a farsi si ¢ la distin-
zione di questi termini, o delle idee che.

-e$si rappresentano, in idee primitive,

che non si definiscono, ¢ in idée deriva-
te, che si definiscono. e

Dire che I’oggetto, onome X, si pud de-
finire, significa che, combinando con-
venientemente i termini esprimentt lg
idee primitive coi termini di logica, si
pud formare un’espressione identica a.
quella indicata col'nome x.

Se in una definizione oltre al termine
che siwvuol definire, comparisce qualche’
termine che non ¢ stato definito, né clas-
sificato fra le idee primitive, si-deve con-
chiudere che la classificazione non fu
bene eseguita.

E chiaro che le idee prlrmtlve si debba-
no ridurre al minimo numero; ¢ che per
idee primitive si debbano assumere idee:
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semplicissime, e comuni a tutti gli uo-
mini; esse debbono avere il loro nome
in tutte le lingue. Chi incomincialo stu-
dio della Geometria deve gia possedere
queste idée primitive; non € punto ne-
cessario che conosca le idee derivate, che
saranfio definite man mano si progre-
dira nello studio.

Premesse queste osservazioni generali,
passeremo rapidamente in rassegna le
idee che nei comuni trattati si danno co-
me primitive.

Sul concetto di spazio.

In quasi tutti i trattati italiand moderni
si introduce per primo il concetto di spa-
zio, dicendo che esso non si definisce,
ma gli si attribuiscono le proprieta di es-
sere omogeneo, illimitato, infinito, di
visibile, immobile, ecc., proprieta que-
ste parimenti non definite,

Ritenendo pertanto' il concetto di spa-
zio come fondamentale per la geome-
tria, ne viene che non si potrebbe scri-
vere un trattate di questa scienza in una
lingua che per avventura manchi di tali
parole. Quindi non si potrebbe scrivere
di Geometria nella lingua d’Euclide ed
Archimede, ove appunto manca la pa-
rola corrispondente al termine spazio,
nel senso in cui lo si usa negli odierni
trattati,

In conseguenza una pr1ma ¢ notevole
semplificazione si ottiene col.sopprimere
puramente ¢ semplicemente il termine
spazio, gli aggettivi omogeneo, illimita-
fo e tutti i postulati che legano quel sog-
getto con questi attributi.

Questa osservazione sulla inutilita del
termine spazio, in Geometria, riuscira
strana agli autori che incomineiano il lo-
ro libro col parlare dello spazio.
Perd 'esempio di Euclide e di tanti al-
tri che non ne parlane affatto, ¢ del tut-
to convincente. In seguito si vedra me-
glio il perché della superfluita di questo
termine. :
Intanto perd, nel presente articolo cri-
tico, si continuera ad usare il termine

spazio nel significato usuale.

Sui concetti di linea, superficie, solido.
Euclide definisce la linea, la superficie

- e il solido mediante altrettanti termini

non definiti lunghezza Iarghezza e al-
fezza.

Motte altre definizioni furono in segui-
to proposte, ma tutte lasciano a deside-
rare. _ :
Cosi da piu autori chiamasi sofido una
parte dello spazio, e superficie il limite
d’un solido. Ma anche i punti che stan-
no su d’una superficie o su d’una linea
si frovano nello spazio, e quindi sono
una parte dello spazio. I punti la cui di-

stanza da un punto fisso & razionale, co-

stituiscono una parte dello spazio; cid
chic separa questa parte dello spazio dal

rimamente spazio, cioé il contorno di;

guesto gruppo di punti {attribuendo a
gueste parole il significato preciso che

hanno nella teoria dei gruppi di punti},
¢ lo spazio intero, Invece di essere una
supérficie.

Spetta a Mdbius I'osservazione, che si

possono dare superficie che hanno una

sola faccia, od una sola banda; vale a
dire, per usare termini dell’uso comu-
ne, se si colorisce la superflcle a parti-
re da un suo punte, con continuita, sen-
za mai attraversare I’orlo della superﬂ—
cie, si finira per aver colorita tutta la su-
perficie, da ambe le parti di ogni punto
di essa. Un esempio di siffatta superfi-
cie si forma intagliando il retiangolo
ABCD, ¢ poi riunendo i lati AB € CD,
in guisache Cvengain AeBin D. Una
siffatta superficie non pud costituire con
altre superficie comungue prese, il limite
d’un solido.

A : D
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- Si.vede cosi che i concetti di solido, su-

perficie, linea, in generale, siano al-
quantp indeterminati; e per far vedere
meglic questa indeterminazione, gia al-
tra volta, come esempio diedi ['espres-
sione analitica d’un punto, che si muove
con continuitd-col variare d’una variabi-
le numerica, e tale che la linea descritta
dal punto copre I'intero piano, ¢ ogni
arco di linea copre un’area piana; e indi-
cai pure I’espressione analitica d’una cur-
va di cui ogni arco ogcupa un volume.
Queste difficoltd si evitano facilmente
col non parlare di solido, superficie, li-
nea in generale, ma parlando solamen-
te della retta, del piano, della sfera, ...
ciot di quelle linee, superficie e solidi
che compaiono effettivamente in Geo-
metria elementare, lasciando alla mate-
matica superiore lo studio di questi en-
ti in generale.

Liberatici cosi dai concetti inutili ¢ mal
determinati, ’esame dei concetti fonda-
mentali di Geometria acquista notevo-
le semplicita. ]

Geomeiria di Posizione.

‘La semplificazione diventa pil grande
- se anzitutto ci occupiamo solo di guel

gruppo di proposizioni in cui non:com-
parisce 'idea dél moto, ¢ quindi nem-
meno quella di lunghezza o di altre
grandézze geometriche; questo gruppo
di proposizieni costituisce la Geometria
di Posizione.

1l Pasch, nel suo importante libro Vor-
lesungen iiber neuere Geometrie (Leip-
zig, 1882) giunse a sviluppare la Géome-
tria di Posizione assumendo tre seli-con-

cetti primitivi, cioé il punto, il segrento

rettilineo ¢ la porzione finita di piaro.

Giuseppe Peano (Cunco 1858 - Toring 1932).

Ma il terzo di questi coneetti-si pud ri-
durre ai precedenti assumendo per de-
finizione del piane, ¢ d’una sua parte,
una delle ben note sue generazioni. Si¢-
ché, ammessi 1 due concetti, di punto e
di segmento rettilingo, si pessono defi-
nire tutti gli altri enti, e sviluppare tut-
ta la Geometria di Posizione.

Invece di dire «c € un punto del segmen-
te @b » ¢ forse piu comodo dire «c gia-
ce fra @ e b»; sicché tutta la geometria
considerata basa sul concetto di punto,
e sulla relazione fra-tre punti'a, &, ¢,
espressa dalla frase «c giace fra a € b».
Questi conketti si- debbono ottenere:-col- -
I’esperienza.

In seguito si fard anche uso delle nota-
zioni di logica matematica, e per indi-
care le due idee primitive, scriveremos;
p invece di «punto», '

¢ € ab invece di «c glace fraae b »..
Un trattato di Geometria potrebbe co-
minciare con parole come le seguenti:
«Il punto si segna dagli agrimensori, sul
terreno, con una palina o con una pie-
tra (termine). Sulla carta, sul legno,
con un segno fatto con un corpo termi-
nato in pusta. In agrimensura si verifi-
cacheun punto ¢ giace fra & e b, quran-
do una persona, posta in a, vede che
I'oggetto ¢ copre b. Dai disegnatori,
fabbri, ... per ricotioscere questa rela-
zione fra i tre punti si adopera lo stru-
mento detto rigo; alcuna volta si usa
una corda ben tesa...».

Premessi questi od altri consimili schia-
rimenti, od anche soppressili del tutto,
bisognera déterminare le proprieta del-
Pente non dehmto p, e della relazione
¢ € ab, mediante assiomi, o postulati.
L’esservazione la piu elementare c¢i in-
dica una funga serie di proprieta di que-
sti enti; a noi non resta che a raccoglie-
re queste cognizioni comuni, ordinarle,
ed enunciare come postulati quelle sole
che non si possono dédurre da altre pit
semplici: [...]

Sara ancora utile un’osservazione sulla
natura pratica, o sperimentale del po-

~ stulati. Certo ¢ permesso a chiungue di
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premetiere quelle ipotesi che vuole, e lo
sviluppare le conseguenze logiche con-
tenute in quelle ipotesi. Ma affinché
questo lavoro meriti il nome di Geome-
tria, bLsogna che quelle ipotesi o postu-
lati esprithano il risultato delle osserva-

zioni pilt semplici ed elementari delle fi-

gure fisiche, La Geometria di Posizio-
ne, o proiettiva, poi, ¢ una parte della
Georitetria generale; quindi i suoi posty-
lau si debbono trovare fra quelli assun-
ti per la Geometria gencrale.

In conseguenza, sotto il punto di vista
pratico, non parmi lecito I’assumere ad
es. come postulato su cui fondare la
Geometria proiettiva il seguente:

«Die rette giacenti in uno stesso piano.

hanno sempte un punto comuney, poi-
ché questa proposizione non si verifica
coll’osservazione, ed € anziin contrad-
dizione coi teoremi di Buclide.

{da PEANO,VO,QL’H? scefre, vol. 111, Cremonese, Roma
1959]

I cinque gruppi.
di assiomi

i DA\ 5] HILBERT]

1. Gli elementi della geometria ed i cin-
que gruppi di assiomi.

szegazzone — Consideriamo tre di-
versi sistemi di oggetti: chiamiamo purn-
ti gli oggettl del primo sistema e li in-
dichiamo con A, B, C, ...; chidmia-
mo rerfe gli oggetti del secondo siste-
ma ¢ liindichiamo con a, b, ¢, ...; chia-
miamo piani gli oggetti del terzo si-
stema e li indichiamo con «, 3, v, ...;
i punti si chiamano anche gli efernen-
ti della geometria della retta, i punti
e le retre gli elementi defla geometria
piang, 1 punti, le rette edi piani gli efe-
menti della geomerria Solzda o dello
SRAzZIo.

Noi consideriamo punti, rette e piani in

certe relazioni reciproche ed indichiamo:

queste relazioni con parole come «gia-
ceren, «fran; wcongruenten; la descri-
zione esatta e completa, al fini matema-
tici, di'queste relazioni segue dagli as-
siomi della geomeiria.

Noi possiamo. suddividere gli assiomi
.della geometria in cingue gruppi; ciascu-
no-di-questi gruppi esprime certi fatti
-fondamentali omogenet della nostra in-
- tuizipne. Indicheremo guesti-gruppi di
assiomi nel seguente modo:

1. 1-8. Assiomi di collegamento,

IL. 1-4. Assiomi di ordinamento,

II1. 1-5. Assiomi di congruenza,

V. Assioma delle parallele,

V. 120 Assiomi di continuitd.

B2

2. 1L primo: gruppo di-assiomi: assiomi
di collegamento. Gli assiomi di-questo
gruppo stabiliscono un collegamento tra
gli oggetti sopra introdotti: punti, rette
¢ piani, € suonano come segue:

[ 1. Per due punti A, B c’ésempre una
retia a che appartiene ad ognuno dei dye
punti A, B.

[ 2. Per due punti A, B ¢’é al massimo

una retta che appartiene ad ognuno dei

due punti A, B.

Qui, come in seguito, per due, tre,
punti o, rispettivamente, rette o piani,
si deve sempre intendere punti o, rispet-
tivamente, rette o piani distinti.
Useremo, invece di «appartenerey,-an-
che altre locuzioni, per esempio a pas-
sa per A e per B, a congiunge 4 e, ov-
vero con, B, A giace su ¢, A € un punto
di @, ¢’¢ un punto 4 su @, e cosi via.

Quando A giace sulla retta g ed inoltre

anche su un’altra retta b, usiamo lelo-
cuzioni: le rette @ € b si intersecano in
A, hanno in comune-il punto A, ecc.
1 3. Su una retta ci sono sempre alme-
no due punti. Cisono almeno tre punti
che non gigcciono su una retta.

L 4. Per tre punti qualsiasi A, B, C, che
non giacciaho Su una stessa retlg, ¢’'é
sempre un piano « che appartiene ad
ognuno dei tre punti A, B, C. Per ogni
piano c'é sempre un punto che gli ap-
partiene.

Usiamo anche le locuzioni: 4 giace in
o, A ¢ un punto di o, ecc.

1 5. Per tre punti qualsiasi A, B, C che
non giacciono su una medesima retta,
¢’e al massimo un piano che appartiere
a ciascuno dei tre punti A, B, C.

I 6. Se due punti A, B di una retta o

giacciono in un piano o, allora ogni
punto di.a é nel piano o.

In guesto caso diciamo: la retta a giace:

nel piano o, ecc.

L 7. Se due pigni o, 3 hanno in comune
un punto A, allora hanno in comune al-
meno un aliro punto B.

1 8. Ci sono almeno quattro punti che.

non stanno in un pzano
L’assioma T 7 mefte in luce che lo spa-
zio non ha pit di tre dimensioni, al con-
trario ’assioma I 8 che lo spazio non ha
meno di tre dimensioni.
Gli assiomi I 1-3-possono venire chia-

wnati ghi assiomi piani def gruppo 1, per:

distinguerli dagh assiomi I 4-8 che indi-

co come gli gssiomi spaziali del gruppo .

ket

- Fra i teoremi che seguone dagli assio-

miT i-8 menzioniamo soltanto 1 due se-
guenti;

Teorema 1. — Due rette di un piano

hanno-o ua pynto in comune o nNomn e
hanno alcuno; due piani o non hanno

punti in comune ovvero hanno In comu-
ne una retta e nessun punto fuori di es-
sa; uml piano ed una retta, che non giac-
cia su di es50, o non hanno punti in co-
mung; ovvero ne hammo uno,

Teorema 2. — C’& sempre un piano-ed.

- uno solo che passa per una retta e per

un punto che non giaccia su guesta, co-
me pure per due refte aventi un punto
in comune.

3. Tl -secondo gruppo di assiomi: assio-

mi di ordinamento!. Gii assiomi di que-
sto gruppo definiscono il cencetto «fra»
e rendono possibile, sulla base dique-
sto concetto, Lordinamento dei-punti su
una retta, in un piano e nello spazio.

Spiegdzione. — 1 punti di uiia retta stan-

no fra loro in una certa relaziong, per
la cui deserizione ¢i serve particolarmen-

" te la parola. «fra».

11 1. Se un punto B giace fra un punto
A-ed un punto C, allof;’z A, B, Csono

A B [
—’_*____ el ‘. e £

tre punti distinti di una retiac e B giace
pure fra Ced A.

11 2. Per ogni due punti A e C, c’e seni-
pre alimeno un punto B, sylla refta AC,

tale che C-giace fra A e B.

A G B

11 3. .Di tre punti qualsiasi di una reita
ce e al massimo uno che gmce fm gli

~aliri diie.

Oltre a questi assiomi fineari di ording-
mento ¢l occorre ancora un assiomd pid-
no di ordinamento. :
Spiegazione. — Consideriamo dug punti
A‘e B su una retta @; chiamiamo seg-
mento il sistema dei due punti 4 e B &'
lo indichiamo con AB ovvero con BA.
I'punti tra A e B si dicono punti del seg-
mento AR ovvero posti all’interno: del
segmento ARB; i punti A, B si chiamano
estremi del segmento AR, Tutti-i punti -
rimanenti della retta ¢ si dicono posti a/~
llesterno del segmento AB.

I 4. Signo A, B, C tre punti non a!h—
reati-ed a una retta del piano ABC che
non passi per agicuno dei punti 4, B, C;
allora, se la retia a passa per un.punto
del segmento AB, essa passa certamen-
te anche per un pinto del segmento AC
ovvero per un punto del segmento BC.

' M. Pasch ha studiato per primo dettagliataniente que
sti assiomi nelle sue «Vorlesungen fiber nevere Geope
trie», Lipsia, 1882, In 'particolare I'assioma II 4 risale
per il contenuto’a. M. Pasch.
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Detto in maniera intuitiva: se una ret-

ta entra nell’interno d1 un trmnoolo es-
sa 1 esce pure. Si pud dimostrare [...]

che 1 due: s_cgment_l AC e ‘BC non pos-
sono venire -dritersecati entrambi dalla’

retta a.

4. Consegnenze degh assiomi di colle-
gamento ed ordinamento. Dagli assio-
mi T e [T dérivano i seguenti teoremi.

Teorema 3. — Per ogni'due puriti A4 e
C ¢’¢ sempre almerio un punto D sulla
retta A che giace fta A' e C.

Dimostrazione. — Per 'assiomal3c’e
urn punto E estemo alla retta AC e per
Passioma II 2 ¢’& su AE un punto £ ta-
ie che E & un punto del segmenito AF.
Per lo stesso assioma ¢ per I’assioma I1
3.¢’esu FCun punto G che non giace
sul ségmento FC. Per I'assioma 11 4 la
retta EG deve dungue intersecare il seg-

~mento AC-in yn punto I

Teorema 4. — Ditre punti 4, B, C, di

una retta, ce n’e sempre uno che giace

fra gli altri due. [...]

Teorema 5. — Se sono dati quattro pun-
ti qualsiasi di una retta, essi possono
sempre venire indicati con 4, B, C, D,
inmodo tale che il ponto indicato con
Bstiafra4 ¢ €e anche fra A ¢ D einol-
tre che il punto indicato con C stia fra
AdeDe anche fra Be D.

[

i eorema 7. — Tra due. punti qualsiasi
«di una retra ¢l sono sempre mfmm
punti. ; ;

Teorema §.— Ogni rétta a, che glacma
inun piano o, divide i punti di quesio
piang o, che non stanne su di essa, in

. ‘due regloni con la seguente proprieta;

ogni punto A di una regione definisce
con ogni punto B-déll’al{ra un segmen-
to 4 B internamente al-quale giace un
punto della retta ¢; al contrario, due
punti A, A’ di una stessa regione defi-

niscono un segmento.4.47 che nomn con- .

tiene punti di a.
Spiegazione. — Noi diciamio: i-punti A

ed A" 'stanne nel pione « da una stessa

parte defla retta a, éd1-punti #; B giac-
clono nel. piano. o da parti opposte ri-
spetio allg reiia. q.

Spiegazione. — Siano A, A’, O, B quat-
tro punti di una retta ¢ tali che O stia
fra A e B, ma non fra 4 ed A’; dicia-
mao allora: i punti 4, A" giacciono sul-
laretta a da vina medesiina parte.rispet-
to al punto O, ed i punti A, B giaccio-
no sulla retia a da parti opposte rispet-

| - ‘
|
|

to al punto O. Tutti i punti della retta
a che stanno da uni stessa parte di O
si dicono anche una Semiretta avente
origine in O; quindi ogni punto di una
retta la ‘divide in due semirette.

vd (R e I O B

Spiegazione. — Un sistema di segmenti
AB, BC, CD, ..., KL si chiama una
spezzata che congmnge fra loro 1 punti
A ed L; questa spezzata verra.pure in-
dicata brevemente con ABCD ... KL. 1
punti interni ai segmenti AB, BC, CD,

KL, comepureipunti A, B,C,D ...,
K, L si chiamano, tutti insieme, 7 pun-
ti della spezzata. Se.tutti i punti A, B,
C, D, ... K, L stanno, in particolare, in

un piano ed ipoltre il punto L coin-

cide con il punto A, la spezzata ver-
ra chiamata poligoro ed indicata come
poligono ABCD ... K. 1 segmenti AB,
BC, CD, ... KA si chiamano anche i
lati del poligoro. I'punti A, B, C,D...,
K si chiamano 1 vertici del poligono.
Poligoni con tre, quattro, ..., 1 verfi-

€l 81 chiamano trigngoli, quadrargo-

f, ... n-angoli.

Spiegazione. — Se tutti 1 vertici di un
poligono sono distinti, se nessun verti-
ce del pohigono capita interno ad un la-
to e se due lati'del poligone non hanno
punti in comune, il poligono si dice sem-
plice.

Con l'aiuto del teorema 8 perveniamo
ora ai seguenti teoremi. [...] :

Teprema 9. — Ogni poligono semph-

ce posto in un piano e divide quei punti .

del piano o, che non appartengono al-

la spezzata del poligono, in due regio- -
i, ufta-interna ed una esterna, con la

seguellte proprieta: se A4 & un punto di
quella interna (punto interno) e B un

punto di quella esterna (punto ester-

1i0), allofa ogni spezzata giacente in
o, che congiunga A con B, ha almeno

un punto in comune con il poligono;

se invece 4 ed 4’ sono due punti in-

terni e B e B/ due punti esterni, ¢i so-

no sempre spezzate in « che congiun-

gono A ¢on A" e B con B’ e che non’
hanno punti in comune con il poligo-

no. Se si Contrassegnano opportuna-

mente le due regioni, ci sono sempre in
o delle rette che sbno interamente al-

Pesterng del poligond, mentre non vi.
& nessund-retta che stia interamente al-

Iinterno del poligono.

Teorema 10. — Ogni piano « divide 1
rimanenti punti deHo spazio in due re-
gioni con la seguente proprieta: ogmi
punte A di una regione definisce con
ogni punto B dell’altra un segmento AB
nel cui interno giace un punto-di ¢, men-
tre due punti qualsiasi 4 ed A’ di una
stessa regione definiscorio sempre un
segmento AA’ che non contiene puntl
di e

_ Spiegazione. — Utilizzando la nomen-

clatura di questo teorema’ 10, diremo:
ipunti 4, A’ stanno nello spazio da una
medesima parte del piano « ¢d i punti
A, B stanno nello spazio da parti oppo-
ste del piano o.

Il teorema 10 mette in evidenza i fatti
pitt importanti nei riguardi dell’ ordina-
mento degli elementi nello spazio; que-
sti fatfi sono dunque conseguenza sol-
tanto degli assiomi fin qui trattati e nel
gruppo IT non occorre nessun nUEvo as-
sioma spaziale,

5. 1l terzo gruppo di assiomi: assiomi di
congruenza. Gli assiomi di questo grup-
po definiscono il concetto di congruen-
za & gquindi anche quello di movimento.

Spiegazione. — | segmenti stanno fra
loro'in una certa relazione per la cui de-
scrizione ¢i servono l¢ parole “‘con-
gruente’” oppure “‘uguale”.

111 t. Se A, B sond due punti di una rét-
ta a ed inolire A* & un punto sulla stes-
sa retta ovvero su. un’altra-a’, si puo
sempre trovare un punio B!, da una da-
ta parte della retta o' rispetto ad A', tale’
che il segniento AB sia congruente, ov-
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David Hilbert (1862-1943);

vero uguale, al segmento A"B'; in sim-
-boli:
AB=A"RB’.

‘Questo assioma consente la possibilita
del frasporto di segmenti. La unicity di
quest’ultimo - verra dimostrata pil
avarnti. ;

Tl segmento era stato definito semplice-
mente come sistema di due punti- 4, B
ed era stato indicato con AB, ovvero
con BA. Dungue nella definizione non
si teneva conto dell’ordine di enuncia-
zione dei due punti; guindi le formule

-‘ABEA,B’,
BA=A'B’,

AB=B"A4",
BA=B'A"

hanno lo stesso significato.

IIL 2. Se un segmento A' B’ ed un seg-
mento A”B"sono congruenti ad uno
stesso segmento AB, allora anche il seg-

Frontespizie della I parte dell’edizione inglese dei
Commentari di Euclide di Proclo.

T
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mento A’B’ & congruente al segmento
A" B”; oyvero, brevemente: se dite seg-
menti sono congruenti ad un terzo, essi

sono congruenti fra loro.

Poiché la congruenza, ovvero ugua-
glianza, viene introdotta all’inizio del-
la geometria solo mediante questi assio-
mi,; non & affatto ovvio in primo luogo
che ogni segmento sia congruente a se
stesso; ma questo fatto segue da entram-

“b1i primi assioimi di congruenza, se tra-

sportiamo il segmento_ 48 su una qual-
siasi semiretta, per esempio congruente
ad A’ B’, e quindi applichiamo Passio-
ma IIT 2 alle congruenze AB=A'B’,
AB=A'R.

Sulla base di quanto detto, si ottiene
poi, applicando 1’assioma 111 2, la sim-
mietria e la transitivita della congruen-

-za di segmenti, cioé la validita dei teo-

remi:

Se é AB = A'B’,
& pure A'B’ = AB;
se e AB = A'B’,
ed anche ARl = AT R
¢ pure ABT= AR

A causa della simmetria della congruen-
za di segmenti, possiamo usare il modo
di‘dire: due segmenti sono ‘“‘congruenti

fra loro”.

I 3. Siano AB e BC due segmenti sen-

za punti in comune su una retta a ed
A'B' e B'C’ due segmenti sulla stessa
refta o su un’alira retta a', sempre senza

punti in comune,; allora, se é
AB=A'R ¢ BC=B'(C,

é pure AC=A'C".

Questo assioma esprime la condizione
di-addizionabilitd dei segmenti.

1l trasporto degli dngoli viene trattato
esattamente nello stésso modo del tra-
sporto dei segmenti. Oltre alla possibi-
lita del trasporto degli-angoli deve, ve-
ramente, venirne richiesta assiomatica-
mente anche la unicita; invece la tran-
sitivita e I’addizionabilitd saranno dirho-
strabili.

Spiegazione. — Sia .« un qualsiasi pia-
noed A, k due qua151a51 semirette distin-
te in ¢, aventi origine in uno stesso pun-
to O, che appartengano a rette diverse.

Chiamiamo angolo-il sistema di queste
due semirette /, & e lo indichiamo con
<X (h, k), ovvero con < (k, k).

Le semirette A, &k si chiamano lati del-
I’angolo ed il punto O si chiama vertice
dell’angolo.

Da questa definizione réstano esclusi
angéli piatti e concavi.

La semiretta /# appartenga alla retta A
¢ la semiretta & alla retta k. Le serniret-
te s e k, prese insieme al punto O , di-
vidono i rimanenti punti in due regio-
ni: si dicono posti all’interno dell’ango-
lo < (A, k) tutti i punti che stanno con
h dalla medesima parte di £ e con & dalla
medesima parte di /7; tutti gli altri pun-
ti si.dicono posti all’esterno, ovvero fuo-
ri-dall’angolo.

Sulla base degli assiomi I e Il si ricono-
sce facilmente che entrambe le regioni
contengono punti ¢ che un segmento,
che congiunga due punti interni all’an-
golo, sl trova inteéramente all’interno

dell’angolo. Altrettanto facilmente si

possono dimostrare i seguenti fatti: se
un punto A & su 4 ed un punto K ¢ su
k, il segmento HK € interamente inter-
no all’angolo. Una semiretta uscente da
O é tutta interna o tutta esterna all’an-
golo; una semiretta interna interseca il
segmento HK. Se A ¢ un punto di una
delle due regioni e B uno dell’altra, ogni
spezzata, che congiunga 4 con B, o pas-
sa per O pvvero ha almeno un punto in
comune con A o con k; se invece A, A4’
sono due punti della stessa regione, c'e
sempre una spezzata che congiunge A
con A’ e che non passa né per-O ne per

.un punto di & o di k.

Spiegazione. — Gli angoli stanno fra di
loro in una certa relazione per la cui de-

.scrizione ci seryono, in ugual modo, le

parole “congruente’, ovvero “‘uguale’’.

111 4. Siano dati un angolo <.(h, k) in
un piano c-ed una refta a'in un piano
o', come pure un determinato laro di
a'in o’ . 8iindichi con h'una semiretia
della retta a', che abbia origine nel pun-
to O': c’e allora nel piano o ung ed ung
sola semiretta k', tale che angolo <.(h,

k) é congruente, ovvero uguale; all’an-
golo I (', k') ed allo stesso tempo tutti

- punti interni all’angolo {(h’ k') stan-
‘no dalla data parte di o' ; in simboli:

L h, k) = (K, k).

Ogni angolo é congruente a se stesso,
cioe si ha sempre

S (h k) = < (b K).

Diciamo anche brevemente: ogni argo-

lo pud venire frasportate in un dato pia-
no su una data semiretta da una sua da-
ta parte in un modo definito univoca-
mente. :
Tanto poce abbiamo tenuto in conside-
razione il senso per i segmenti altrettan-
to poco prendiamo in considerazione il
verso di rotazione nella definizione del-

1’angolo. Quindi anche le due designa-

zioni 4 (A, k), < (k, A) significano la
stessa cosa.

Spiegazione. — Un angolo di vertice B,
sui cui lati stanno rispettivamente un
punto 4 ed un punto C, verra anche in-
dlcato con ¥ ABC, ovvero, brevemen-
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te, < B. Gli angoli verranno pure desi-
gnati con lettere greche minuscole.

111 5. Se per due triangeli? ABC ed
A’B'C" valgono le congruenze
AB=A"R, AC=A'C,

S BAC=XBA'C
allora é sempre valida anchie la con-
gruenza

4 ABC=4A4'B'C".
[...] Scambiando le designazioni, si ha
che, sotto le ipotesi di questo assioma,

sono sempré soddisfatte le’ due con-
gruenze

X ABC=4 A'B'C
S ACB=4 A CH.

Gli assiomi ITI 1-3 contengono enunciati:

riguardanti selo le congruenze di seg-
menti; pOssono guindi venire chiamati
gli assiomi /ineari del- 111 gruppo. L’as-
sioma III 4 contiene enunciati sufla con-
gruenza di angoli.

L’assioma IIT 5 colléga concetti di con-
gruenza di segmenti e di angoli. Gli as-
siomi 111 4 e III 5 contengono enunciati
sugli elementi della geometria piana e
possono quindi venir chiamati ghi assio-

“piani’’ del terze gruppo.

L’unicita del trasporto di segmenti se-
gue dalla unicita del trasporto degli an-
goli, con 'aiuto dell’assioma IiI 5, Si
supponga che il segmento AB sia tra-
sportato su una semiretta di origine A’
in due modi, fino a. B” e fino a B”. Se

scegliamo allora un punto C” fuori dal-
la retta A’ BY, otteniamo le congruenze
A;Bf E:AA’B:”, A Cr A Cl
¢ B,A,C, = %BIIA C/)
e quindi, per Passioma I 5,
ﬁA’C,BIE %:AICIB\”
in contrad&izione alla unjcita del tra-

sporto degli a.ngoh richiesta dall’assio-
ma IIT 4.

[da D HILBERT, [ ondamenn i geomerrm, Feltrmelh
Milane 1970]

2 Quii e nel seguito si deve sempré supporre per un trian-

golo-che i suoi vertici non stiano su uma retta.

Considerazioni

comparative intorno

a ricerche
geome’rrlche recenh

(Di FeLICE - K1EIN [a Géttingen])*

Programma pubblicato in occa-
sione dell’accoglimento nella Fa-
colta filosofica e nel Senato-deél-
'universita di Erlangen, 1872

tradotto da Gino FaNO

Fra i risultati ottenuti negli ultimi cin-
quant’anni nel campo della geometria
occupa il primo posto lo sviluppo del-
la Geometria Proieitiva. Benché da
principio le cosi dette relazioni metri-
che, non conservandesi invariate nel-
le proiezioni,-sembrassero inaccesibili
a questa disciplina, tuttavia recente-
mente si ¢ riusciti ad abbracciarle an-
ch’esse sotto il punto di vista proietti-
vo,.di modo che ora i metodi proietti-
vi comprendono tutta quanta la geo-
metria. Solo che le proprieta metriche
vi compaiono, non pili come proprie-
ta degli oggetti in s&, ma come relazio-
ni fra essi.ed una forma fondamenta-
le, il cerchio immaginario all’infinito
(delle sfere).

Confrontando le nozioni della geome-
tria ordinaria (elemientare) con questo
metodo, introdottosi gradatamente, di
considerare e forme dello spazio, sor-
ge la questione; se esista un principio ge-
nerale, secondo cuii ambo i metodi po-
trebbero. organizzarsi. Tale questione
appare tanto pit importante, in quan-
to che accanto alla geometria elemen-
tare ed alla proiettiva si presenta una se-
rie di altri metodi ai quah con tutto che
meno SVﬂUppan convien concedere pari
diritto 'di esistenza autonoma. Tali sa-
rebbero la geometria dei raggi recipro-
ci. quella deller-pra‘sformazidrﬁ raziona-
li, ecc. le quali saranno-in seguito men-
zionate ancora ed esposte.
Coll’assumerci di stabilire in seguito un
s1 fatto principio noi non veniamo cer-
to a sviluppare alcuna idea essenzial-
mente nuova, ma solo delineiamo con
chiarezza e precisione cid che fu gia

*) [Alla pijoposta del sig. SEGRE** di pubblicare negli
Annali una traduzione del mio. Programma del 1872 ho
accondisceso tamo pitt volentieri, in quante che il pri-
mo volume teste comparso della « Theorie der Transfor-
matignsgruppeny di Lig (memg 1888)’ potrebbe far sl

/ chc Vinteresse dei geomeiri 51 rlvolgesm: maggiormiente

a- SIffatte dlscussmm ~ TLa traduzione & assolutamernite
letterale; nei dug o ire passi in cni si sono mutate alcune

. parole si son racchinse fra parcntc51 guadre [—] ie nuo-

ve espres:mm Nello stesso mado si sono contrassegna-
te una serie di aggiunte sétto il testo, che solo ora vi fu-

" reno introdotte. F. Kirm)].

pensato da taluho con piti 0 meno ¢esat-
tezza. Ma il pubblicare siffatt¢ conside-
razioni comprensive appariva tanto.pit
giustificato in quanto che la geometria,

che pur ¢ unjca nella sua sostanza, nel
rapldo svﬂuppo cui andd soggetta negli
tltimi tempi si‘¢ troppo suddivisa in di-
scipline quasi separate, che vanno pro-
gredendo alquanto indipendentemente
le une dalle altre. Aggiungasi a cio U'in-
tenzione particolare di esporre metodi
e puntl di vista che vennero svoltiin la-
vori recenti di Lie e miel. I.nostri lavo-
1i, per quanto fosser diversi ghi oggetti
a cui si riferivano, pure d’accordo so-
no enfrati in questo modo generale di
considerazione, sicché era una specie di
necessita di discutere finalmente anche
questo, caratterizzando dal suo punto
di vista contenuto e tendenza di quei la-
vori. ‘ :

Benché finota siasi-parlato di sole ricer-
che geometriche, pure.vi si devono in-
tender comprese quelle retative a varie- -
ta comungue estese, le quali si.sono
svolte dalla geometria coll’astrarre dal-
la rappresentazione nello spazio, rap-
presentazione non essenziale per le con-
siderazioni puramente matematiche.

Nello-studio delle varieta vi sono ap-
punto dei tipi differenti come in geo-
metria, e:si tratta, come in geomietria,
di mettere in rilievo cid che v'ha di co-
mune e di diverso in ricerche intrapre-
se indipg:_ndentf;ment_e_ le une dalle al-
tre. In via astratta, basterebbe in seg'ui—
to parlare semphcemente di varieta pit
volte estese; ma, collegandola alle rap-
presentazioni geometrlche p1u fami-
gliari, I’esplicazione si fa piu semplice
e piu facilmente mtelhclblle Partendo
dalla considerazione dei corpi geome-

trici, e sviluppando sopra di éssi, co-

me esempio, le idee generali, battiamo .
la stessa via che ha percorsa la scienza
nel suo sviluppo, ¢ che di solito nell’e-

sposizione torna maggior conto di met-

tere a base,

(**) Le ragioni di questa proposta {messa poi ad ese-
cuzione grazie al sig. Fano, studenie nel’Universita di
Torino) non congistevano per me soltanm nell’ interesse
starico-che a quest opuscolo proviene dalla moltitudine
di ricerche, specialmente dél'sig. KLEIN ¢ delia sua scug-
1a che piti 0 meno dlrelta.mente 5 15_[31[’31’0]‘10 da qua51 un
ventennio allé vaste vedute ed ai {Jl‘()foﬂdl concettiin es-,
so contenuti, Questo lavoro non &, a mio avviso, abba-
stanza noto ai giovani. geomem itqliani; ed & spec1almeni-:
per essi che ho desiderato si facesse questa nsta:mpa Tan-
te idee generali'ed ingegnose ché si trovancin quests pa-
ging, come 'identitd sostanziale fra varie discipline ma-
tematiche (ed in parncelare fra discipline analitiche & geo-
memche') che si Tappreséntana 'una sull’alra, quaudo
si tenga conto dei grupp; di trasformagioni che'in esse
si pengono a base; le varie considerazioni-su guesti grup-
pi; tante giuste osservazioni che mettono sotto Ja lirce pilt
vera € precisano nel mlglmr rmmodo il carattere di vari ar-
gomendi ¢ varie dottrine, e specialmente di gleune pin di-
scu’sse, come quella delle varieta pit volte estese, ela geo-
metria non euclidea: tutte queste son cose o non suffi-
cientements conosciute & studiate dai glovall L. 0 NOLe 5O-
lo per via indirétia. Su esse mi sia permesso richiamare
tutta 1a lore attehzione..

Al prof. Kiemv pel consenso dato a questa traduzione,
non che per la revisione e per le aggiunie fattevi; e cosi
pure al sig: Direttore degli Amnali per I’ospitaliti géntil-
mente accordatale i pilevivi nngraaamenh del Tradut-

tore ¢ l'illel C: SEGRE
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M. C. Esclier, Strisciw di Mobits.

‘Sia data una varieta e, per la-sua tratta-
zione, un gruppo di trasformazioni ad
--essa relativo. Si ponga il problema di
studiare le forme conteniite nella varie-
ta in relazione ad una data forma. A/l-
lora noi possiamo o aggiungere al siste-
ma delle forme gliest ulfima data, e al-
lora si richiederanno lé proprieta del si-
stenta cosi esteso in relazione al gruppo
Proposto; — ovvero nown estendere if si-
stema, malimitare le trasformazioni che
st mettono a base della iraitazione a
quetle contenute nel gruppo medesimo
che lasciano inalteratada proposta for-
ma (e che necessariamiente costituisco-
MO QRCOra. un gruppo).
Contrariamente alla questione solleva-
ta al prineipio del-paragrafo, occupia-
moci adesso -dell’inversa, che si pud

comprendere fin d’ora. Cerchiamo qua-

li siano le proprieta dei.corpi che si gon-
servano in un gruppo di trasformazio-
ni-comprendente quello principalé co-
me parte. Ogni pro‘pri‘eta che troviamo
in una tale ricerca € una propricta geo-
metrica dél corpo a s¢, ma la rec1proca
non sussmte In questa entra invece in
vigore il principio testé riportato, nel
guale ora il gruppo principale ¢ ¢ il menao
esteso. 'Si ha guindi:

Sogtituendo al gruppo principale un al-

fro-grippe pitr ampio, e proprietd geo-

metriche si conservano solo in parte. Le

‘Fimanenti -appaiono come proprietd,
CRONpin dei corpi a se, ma del sistema

che- risulta aggiungendo a guesti ‘una

Sformu speciale, Questa formu speciale
(per quanto puo:essere determinata®) é

definifa dal fatio che, supposta fissa,

concede al[o spazio, fra le irasformazio-
ni del Sruppo. proposto, solo quelle del
gruppo principale.

Su ‘questa proposizione riposa cio che
- hanwo di particolare i nnovi indinzzi
geometrici che qui dobbiamo discutere,
¢ il loro rappoito al metodo elementa-

rec ] I_oro‘.carattere ¢ appunto quello di

porre a base delle considerazioni, in uo-

go del gruppo principale, un altro grup-
po p}u esteso di trasformazioni dello
spazio.-La loro reciproca relazione & de-
terminata da una proposizione analoga,
finehé i lore gruppi si comprendono
[’un ’altro. Questo vale anche per i di-
versi-metodi di trattazione di varieta pit
volte estese che dobbiamo considerare.

‘Cid verra ora mostrato pei smgoh me-

todi, sui quali i teoremi stabiliti in ge-
nerale in questo paragrafo e nel prece-
dente troveranno spiegazione in ogget-
ti concreti.

§3. Geometria proiettiva.

Ogni trasformarzione dello spazio che
non appartenga precisamente al grup-
po principale pud servire a trasportare
a figure nuove proprleta di figure note.
Cosi noi usiamo la geometria del piano
per quella:di superficie rappresentabili
sopra il piano; cosi, gia assal prima che
nascesse una vera € propria geometria
proiettiva, si arguivano dalle proprieta
di una figura data gquelle di altre che se
ne deducevano per proiezione. Ma la
geomnietria proiettiva sorse solamente
coll’abitudine di considerare la figura
originale come essenzialmente identica
a tutte quelle che ne sono deducibili
proiettiva‘mente ¢ di enunciare le pro-
pneta che si trasportano per proiezione
in-modo da rendér evidente la loro in-
dipenderiza dalle miodificazioni che si
hanno proiettando. Con ¢io si-venne a
porre a base della trattazione nel senso
del § 1 il gruppo di tuite le trasforma-
zioni proiettive, creando per tal nodo
il contrasto fra geomeiria prozetl‘zva ed
eleinentare.

Si génera per ¢s. una tal forma applicando le trasfor-
mazieni del gruppo principale a un elemento originale
arbitrario, che non resti invariato.in alcuna delle trasfor-
mazioni del gmppo proposto. Arnali di Matematica, to-
mo XVII.:

Un processo di sviluppo simiile a quello

‘qui citato pud concepirsi come possibi-

le.in egni sorta di trasformazioni dello
spazio: e noi ¢l ritorneremo sopra pilt
volte ancora. Nella geometria proietti-
va stessa esso si ¢ sviluppato ancora da
due lati. Una delle estensiont del con-
cetto si effettud col comprendere le tra-
sformazioni reciproche (dualistichie) nel
gruppo posto a fondamento. Sotto il
punto di vista attuale due figure duali
tra loro non si considerano pit.come di-
verse, ma c¢ome essenzialmente identi-
che. Un altro-passo si fece coll’estensio-
ne del gruppo fondamentale di trasfor-
mazioni collineari e reciproche mediante
la considerazione di quelle fmmaginarie
corrispondenti. Questo passo esige che
siasi dappriina estesa la cerchia degli ele-
menti propriamente detti dello spazio
coll’introduzione degli immaginarii, —
in modo affatto analogo a quello in cui
I'introduzione delle trasformazioni re-
ciproche nel gruppo fondamentale porta
con s¢ guella contemporanea del punto
¢ del piano come elementi dello spazio.
Non € qui il lnogo di diffondersi sull’op-
portunita dell’introduzione degli ele-
menti immaginarii, per mezzo dei quali
solamente si giunge alla corrisponden-
zg perfetta fra la sciénza dello spazio e
il campo, qual & stato scelto, delle ope-
razioni algebriche. Bisogna invece ben
notare che la ragione di tale introduzio-
ne sta appunto nella considerazione di
operazioni algebriche, e non gia nel
gruppeo delle trasformazioni proiettive
¢ reciproche. E comie per queste ultime
possiamo limitarci a trasformazioni rea- - -
li, perché le collineazioni e reciprocita
reali formano gia di per sé un gruppo;
— cosi pure noi possiamo introdurre
elementi immaginari dello spazio, anche
se non ci poniamo dal punto di vista
proiettivo, e lo dobbiamo fintanto che
studiamo per prineipio forme algebri-
che.

Come si abbiano a coneepire le proprie-
ta metriche-dal punto di vista proietti-
vo, lo si determina secondo la proposi-
zione generale del paragrafo preceden-
te. Le proprieta metriche.debbeno con-
siderarsi come refazioni proiettive ri-
spetto ad una forma fondamentale, il
cerchio immaginario all’infinito®, forma
che ha la proprieta di trasformarsi in se
stessa in quelle  sole trasformazmm
proicttive che appartengono altresi al
gruppo principale.  La proposizione

enunciata cosl semplicemente richiede

ancora un’aggiunta essenziale, che cor-
risponde alla restriziene delle ordinarie
vedute agli elementi (e alle trasforma-
zioni) reali. Per esser d’accordo con

*Questo modo di considerazione va ritenuto come una
delle pitt belle cose [della scuela francese]; solo per miez-
zo di esso vien precisata la distinzione fra proprietd di
posizione e proprietd metriche, quale si suol dare in prin-
cipio della geometria proiettiva.
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.M. C. Escher, ‘Nastri intrecciantisi.

guesto punto di vista, bisogna ancora

aggiungere espressamente al cerchio im-
maginario all’infinito il sistema degli
elementi (punti} reali dello spazio; le
proprietd nel senso délla geometria ele-
mentare sono. percié proiettivamente o
proprietd dei corpi a sé, ovvero relazio-
ni fra essie questo sistema degli elementi
- reali, Ira essi e il cerchio immaginario
all’mflmto fra essi ed entrambi.
- E-qui conviene por mente ancora al mo-
do'in cui v. Staudt nella sua Geometria
di posizione istitwisce la geometria
proiettiva, — e cioé quella geometria
- proiettiva che si limita a metfere come
fondamentale il gruppo di tutte le tra-
sformazioni proiettivo-reciproche reali*®.
Enoto come in quell’opera egli dal ma-
teriaie d’osservazione ordinario estrag-
ga solo quei fatti che si conservano an-
che nelle trasformazioni proiettive. Vo-
-lendo procedere oltre anche alla consi-
derazione di proprieta metriche, si do-
vrebberg introdurre queste ultime ap-
punto come relazioni rispetto al cerchio
immaginario all’infinito. Il processo d’i-
~dee.cosi completato & di tanta maggior
" importanza per le. considerazioni qui
esposte, in.quanto che & possibile di co-
struire un analogo edifizio geometrico

secondo lo spirito di ciascuno dei sin-

goli-metodi che ancora tratteremo.

La cerchia pilt esiesa che comprende anche trasfor-

. mizioni immaginarie fu dallo STAUDT méssa a hiase ol

nei suoi «Beifrige zur Geomelrie der Lagey.
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§4. Trasporto mediante rappresenta-
zione.

Primia di proceder oltre nella discussio-
ne dei méetodi geometrici ¢he st presen-
tano accanto alla geeometria elementare
e alla proiettiva, svilupperemo in gene-
rale aleung considerazioni che occorre-
ranno sempfe di nuovo in seguito, ¢ pér

cui [e eose accennate finora danno gia
esempl a sufficienza. A tali discussioni
st riferiscono il paragrafo presente e il

SUCCESSIvO.

- Poniameo di aver esamtingta una varieta

A con un gruppo B come fondamenta-
le. Se allora per mezzo di una qualche
trasformazione si cambia 4-in un’altra
varieta 4, dal grippe B di trasforma-
zioni di A in se stessa otterremo ora un
nuovo gruppo B', le cui trasformazio-

ni si riferiranno ad A . B allora un prin--

cipio che si comiprende da s&, che la frat-
tazione di A con B:come fondamentule
el da quella di- A’ con a base B’; ciog

- ogni proprietd -di una forma contenuta :

in A relativamente al gruppo B ne da
una della forma corrispondente in A 3
con riferimento al gruppo -8/,

Sia per es. 4 una retta (punteggiata), B
il gruppo delle trasformazioni lineari, in
numero tre volte infinito, che la trasfor-
mano in se stessa. La maniera di tratta-
re 4 ¢ allora gquella appunto che ka nuo-
va-algebra chiama «teoria delle forme
binarien. Ora la retta A possiamo rife-

- pirla ad una conica A’ del piano, me- -
diante proiezione da un punto di que-
st’'ultima. Le trasformazioni lineari B

della retta in se stessa danno luogo al-
lora, come facilmente si prova, a quel-
le B’ della conica in se medesima; ossia
alle. trasformazioni di questa derivanti
da quelle linedri del piano, che mutano
la conica in se stessa.

Ma, conforme al principio del secondo
paragrafo!!, ¢ indifferente di studiare la
geometria sopra una conica, pensandola
come fissa e riferendosi a quelle sdle tra-
sformazmm lineari del piano chenon la
altérano: ovvero di studiare la geome-
tria su quella conica, considerando in
generale le trasformagzioni lineari del
piano, e lasciando variare assicme ad es-
se la conica stessa. Le proprieta che
scorgevamo nei sistemi di punti sulla co-
nica sono-allora proiettive nel senso or-
dinario. Annodando quest’ultima con-
siderazione al risultato testé ottenuto,
abbiamo dungue:

Ly teoria delle forme binarie e la geo-
metria proiettiva dei sistemi di punti su
di una conica sono la stessa cosa; 0ssia
ad ogni proposizione sulle forme bina-
rie ne corrisponde una sopra questi si-
stemi di punti, e inversamente'’.

Un altro esempio atto a render pitr evi-
dente questo genere di considerazioni &
il Seguente. Mettendo in relazione ina
quadrica con un piano col mezzo della
proiezione stereografica, otteniamo su
quella superficie un punto fondamenta-
le: il centro di proiezione; ¢ nel piano,
due: le tracce delle generatrici passanti
per £s30 centro. Ora, si pud dimostrare
senz’altro, che le trasformazioni linea-
1i del piaho che lasciano inalterati i suoi
due punti fondamentali danno luogo,
per mezzo della rappresentazione, a tra-
sformazioni lineari delia quadrica in se
stessa, ma a quelle solamente che non

‘alterano il centro di proiezione. (Chia-

miamo trasformazioni lineari della qua- -
drica in se stessa quelle ch’essa subisce
quando si operano trasformazioni linea-
ri dello spazio che la sovrappongono a
s¢ medesima). Divengono per tal mode
identiche la trattazione proiettiva di un
piano nel guale si fissino due punti co-
me fondamentali e quella di una qua-
drica in cui se ne fissi uno. La prima —
qualora-si considerino anche gli elementi
immaginarii — non ¢ altro che la trat-
tazione del piano nel senso della geome-
tria elementare. Infatti il gruppo prin-
cipale di trasformazioni piane si com-
pone appunto di quelle trasformazioni
lineari.che lasciane inalterata una cop-
pia di punti (i pumnti ciclici). Otteniamo
quindi in conclusiane:

La geometria elementare del pigno e la
trattazione proiettiva di una quadrica

. CON un suo punto come fondamentale

sono la stessq cosa.

Se voghamo il principio & applicato qui sotto ura
forma un po’ piu generale

. Invece delia conica nel piano possiamo intredusre,
cen egual siceesso, una cubica gobba, e in generale, nel
caso di # dimensioni, qualéosa di analogo.
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Tali esempi si potrébbero moltiplicare
a piacere'’; i due qui svolti furono scel-

1i perche ifl seguito avremo aECOTA OC-

casione di-tornarvi sopra.

§5. Delb arbitrarieta nella scelta dell’e-
lemento dello spazio. Principio di tra-
_sporto di Hesse. Geométria della retta.

Come elemento della retta, del piano,
dello spazio, e in- g»en‘eraie di una varie-
ta da esantinare possiamo-prendere, in
luogo del punto, qualungue forma con-
tefiuta nella varieta stessa: il gruppo di
punti, eventualmerite la curva, la super-
"~ ficie, ecc. Non. essendovi a priori nulla
_affatto di fisso intorrio al numero di pa-

ramietri arbitrarii da eui tali forme si vo-

gliono far dipendere, la etta, il piano,
lo spazio, ecc. appariranno, a seconda

della scelta dell’elémento, come varieta.

a quante si vogliano dimensioni. Mg fin-
tanto che porniamo a base della tratia-
zigne geomelricd uno stesso gruppo di
trasformaziont, il eontenuto della Geo-
metria rimane inalterato; ossia ogni teo-
rema otteniito adottando un certo ele-
mento dello spazio & anthe un teorema
qualora se ne adotti un altro qualungue;
_'si cambiano solamente:’ordine ¢l eol-
legamento delle proposizioni.
L’essenziale ¢ dunque il gruppo di tra-
sformazioni; il numero di dimensioni
che vogliamo aftribuire alle varieta ap-
pare come qualcosa di secondario.
Collegando quest’osservazione al prin-
cipio del paragrafo precedente, si ottie-
ne una serie di belle applicazioni, alcu-
ne delle quali noi svilupperemo, perché
tali esemnpi sembrano pit adatti che ogni
lunga spiegazione a stabilire il signifi-
cato della comsiderazionie generale.
La geometria proiettiva sulia retta (la
teoria delle forme binari€) equivale, in
~ forza del paragrafo precedente, alla

geometria- proiettiva sulla conica. Su

quest’ultima consideriamo ora comie
elemento, in luogo del punto, la coppia
di punti. Ma il complesso delle coppie
di puntidi una conica si puo riferire al
.sistema’ delle rette del piano, facendo
corrispondere ad ogni retta la eoppia di
‘punti in cul e$sa taglia la conica stessa.
- Mediante guesta rappresentazione le
trasformaziom lineari della conica in se
stessa danno luogo a quelle del piano

(rigato) che la-laseiano inalterata. Se-

‘condo il § 2 & poi indifferente di COnSi-
derare solo il sruppo di queste ulnme
trasformazioni, oppure il eémplesso di
futte quelledineari-dél piano, aggiungen-
do-volta per volta fa coniea data atle for-
me del piano che dobbiamo esaminare,
Riunendo ‘tutte fjueste considerazioni,
abbiamo:

* Per altri-esempi, come anchc in parllcolarc per le
estensioni-al caso di pitt dimensioni, di cui sono susceiti-
viliguell qui riportati, tinvio a quanto ¢spongo in nha
mia Memoria: Ueber Lindengeometrie und metrtsche

" Glénnervie, Math. Annalen, 1. Vi, 2, tome pure ai lavori
_th LIt chie fosto citerd ancora.

La teoria delle forme binarie'e la geo-

metria proiettive del piano con una co- -

nice come fondarnentale sano identiche.
E peiché infine, appunto per 'ugua-
glianza del gruppo,la-geometria proiet-
tiva del piano con una conica come fon-
damentale coincide colla geometna me-
trico- -proiettiva che si puo istituire nel

plaHO SOopra una conica, pOSSiEl.II‘lO an-’

che dire cosi: :

La teoriq delle forme binarie e la geo-
metria metrico-proiettiva generale nel
plano sono la stessa cosa.

In Tuogo della conica nél piano potrem-
mo introdutre nella considerazione pre-
cedente una ciibica gobba nello spazio,
ecc., ma non staremo:a sviluppare que-
sto coneetto. La conmessione qui stabj-
lita fra la geometria del piano epoi del-
lo spazio-o di una varieta comungue este-
sa non costituisce essenZIalrnente aliro
che il principio di trasporto proposto da
Hesse (Borchardt’s Journal, Viol. 66).
Un esempio molto affine ’abbiamo nel-
la geometna proiettiva dello spazio, ov-
vero, in altri termini, nella teoria delle
forme quaternarie. Assiumendo la retta
come elemento.delo spazio, e atiribuen-
dole, come si fa nella“geometria della
retta, sei coordinate omegenee, fra cui
passa una relazione dicondizione qua-
dratica, le collineazioni e reciprocita del-
lo spazio appaiono siccome quelle tra-
sformazioni lineari delle sei variabili
supposte 1nd_rp_enden_t1, che trasformano
in se stessa Ja relazione di condizione.
Applieando considerazioni analoghe a
quelle teste sviluppate, ofteniamo da cid
la proposizione seguente:

La feoria delle forme quaternarie coin-
cide colla determinazione metrica pro-
iettiva in und varietd -rappresentabile
con sei variabili omogeree.

Per ung pitminuta espesizione di un ta-

le coneetto, rinvio ad una memoria che -

comparira fra poco nej Math. Annalen

(vol. VI) «Ueber die sogenannte Nichi-

Enklidische Geomeirie [Zweite A bhan-
dlungl» [...].

Aggiungero alle aplegaaom DICCCCICHU‘

altre due osservazmnl, delle qualiJa pri-
ma ¢ bensi gia implicitamente contenu-
ta nelle cose dette finora, ma vuol esse-

re pilt sviluppata, perché’ Pargomento
cui si riferisce va soggetto facﬂmente a.

malintesi.

Introducendo forme qualunque come

elementi dello spazio, quésto puo acqui-
stare guante si vagliano dimensioni: Ma,

‘se ci attenidmo al metodo di trattazio-

ne a noi pin fam1ghare (quello:elemen-

tare 0 quello proiettivo), -aliora il grup-

po. che dobbiamo assumere come fon-
damentale per la varieta a pit dimensio-
nj ci ¢ dato a priori, ed € appunto rispet-

tivamente il gruppo-principale ¢ quelfo - -

delle trasformamom proiettive, Volen-

dornie assume;e up altro, dovremmo -
uscire risp. dall’intuizione clementare o

da guella proiettiva. Adunque,-se'é ve-

ro che, medjante una scelta convenien-
te dell’elemento dello spazio, quest’ul-.
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timo pud rappresentare varieta a quan-
t€ si vogliano dimensioni, importd pe-
ro-anche i aggiungere che con questa
rappresentagione o bisogna metiere fin

‘da prima un deterininato gruppo o ba-
se della tratiazione della varietd, ovve-

ro, volendo disporre del gritppo, dob-
biamo poi conformarvi da nostra infui-
zione geometrzca — Senza quest osser-
vazione si potrebbe per es: cercare una
rapptesentazione della geometrla della
retta nel modo seguente. Alla retta si at-
tribuiscono in quest’ultinia sei coordi--

Mate; e altrettanti coefficienti ha la co-

nica nel:piano. Immagine della geome-
tria della retta sarebbe dunque la geo-
metria in un sistema di coniche separav
to dal complesso delle coniche di un pia-
no mediante una relazione quadratica
tra i coefflc1ent1 Cio sta bene finché po-
niamo come giuppo fondamentale del-
la geometria pianail complesso: dei mu-
tamenti rappresentati dalle trasforma-
zioni lingari deiiceefficienti della cormi-
c¢a, che trasformano in se stessa la rela-
zione di condlzlone quadratica. Ma se
¢i atleniamo alla trattazione ¢lementa-
re 0 a queélla pro‘lettiva della geometrla
piana, nox abbiamo immagine veruna:

L.a seconda osservazione si riferisce al- -

la nozione seguente. Sia dato nello spa-
zio un gruppo qualunque; per es, il
gruppo prificipale. Si scelga una gual-
che forma dello spazio, per.es. un pun-
to, una retta, o anche un ellissoide, ecc.,

¢ le si applichino tutte le trasformazw—
ni del gruppo principale. Si 6ttiene cosi
una varietd pil volte estesa, con un-nu-
mero di dimensioni ug,uale in: genera-
le, a quello dei parametri arbltraru con-
tenuti nel gruppo; inferiore perd.in casi
particolari, quando ciog la:-forma scelta -
in origine abbia la proprieta di mntarsi
int se stessa mediante un: numero-infini-

- to di trasformazioni del gruppo ‘Adagni

varietd cosi generata diamo, m relazio-.
ne al gruppo gencratore ‘il neme  di
corpe'*. Ora se vogliamo considerar lo
spaziv-seconde lo spirito 'del gruppe; ¢
nel tempo stesso assumere- deternuinate
forme come elementi dello Spazio, sen-
za che cose equlvalenti in giel senso ven-
gano rappresentate in modo diverso; do-

. vremo evidentemente scegliere gli ele:

mentt dello spazio in.modo che la ford

varield costituisca essa Sfessa un corpo,

ovvere possq decomporsi in corpi®* |.. i
[d1 Anngli di Matematica; 1L 17 (1889I|

A cura distdcrio Marchi]

'+ Beelgo questq nome seguendo il DEDEEIND, I} auale
nella reoria dei nuineri chiama «Corpon un campe di nu-
meri che risulti da-elemienti dati mediante date operazio-
ni: (Seconda edizione delle. Lazigni dii DIrlcHLET).
¥ [Nel testo non si fa sufficientemente attenzions &l fat-
to che il gruppo.propostc pud contenere dei sl deli
sottogruppl ecceztonali. Se una-forma geomctnca Tima-
ne inalterata nelle operaziont diun sOtlopruppo. eccex jo-
nale, lo'stesso ha lun 0 per tutte duelle che Se'ne rigava-
no medignte le-operacioni del grupfio intero, ossiaper”
tutte le forme del corpo che da essa risulta, Ora un cot-
po cosl costituite sarebbe affatio i iImproprio a rappresert-
Lave’le operazioni del gruppo Non si deve dungue tefier
conto nel testo che dei corpi risultanti da clementi deflo
spaziod quali-nen, si.conservino inalterafi in alcun® soito-

Eruppo eiverionale del grupph proposto]
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