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1. Si può dire che l'assiomatica sia nata 
con la geometria razionale, e precisa~ 

mente con il primo trattato di questa 
scienza che la Storia ricordi: gli Elemen­
ti di Euclide; infatti in quest'opera mi­
rabile il grande geometra greco impo­
sta per primo il metodo che sarà adotta­
to da tutta la matematica successiva; ta­
le metodo consiste nell'enunciare espli­
citamente, all'inizio dell'opera, le pro­
posizioni che non vengono dimostrate, 
e nel dimostrare poi ogni altra proposi­
zione che viene enunciata. 
È noto che negli Elementi le proposizio­
ni enunciate senza dimostrazione sono 
di due tipi; alcune vengono chiamate 
«Nozioni comuni», e hanno carattere di 
grande generalità. Ricordiamo qui, a ti­
tolo di esempio, le seguenti (Cfr. i Ma­
teriali in inserto a p. 49): 
I - «Cose che sono uguali ad una stessa 
sono uguali anche tra loro» ... e più 
sotto: 
VIII - «Ed il tutto è maggiore della 
parte»l. 
Prima di queste proposizioni Euclide ne 
enuncia cinque, le quari riguardano del­
le nozioni di carattere più specificamen­
te geometrico, o delle costruzioni o del­
le operazioni da eseguirsi sugli oggetti 
della geometria. È noto che queste pro­
posizioni, enunciate - come si è detto 
- senza dimostrazione, vengono da Eu­
clide chiamate «Postulati»; è anche no­
to che alcuni storici hanno interpretato 
questo nome come il sintomo di una vo­
lontà dell'autore di conferire alle frasi un 
carattere diverso dalle precedenti; come 
se l'autore fosse conscio del fatto che 
queste proposizioni hanno degli oggetti 
meno generali di quelle enunciate in pre­
cedenza' e come se questo carattere di 
minore generalità limitasse in qualche 
modo la certezza che le proposizioni stes­
se portano con sé. Ricordiamo che una 
tra queste riguarda il parallelismo tra ret­
te, e viene chiamata abitualmente «Po­
stulato della parallela», o anche «Postu­
lato di Euclide», quasi per antonomasia; 
esso infatti ha dato luogo ad una seco­
lare catena di tentativi di dimostrazione 
e pertanto è stato in qualche modo as~ 
sunto a caratterizzare tutta l'opera del 
grande geometra greco; alcuni autori poi 
parlano semplicemente del «Quinto po­
stulato», limitandosi ad indicare l'ordi­
ne nel quale tale proposizione è enuncia­
ta nel trattato euclideo tra i postulati. 

, Cfr. Gli Elementi dì Euclide, a Cura di A. FRAJESE 
e L MACCIÙNI, UTET. Torino 1970. 

tentativi secolari (dei quali si è detto) di 
dimostrare il quinto postuiato; ma sus­
sistevano pochi dubbi sulla esistenza 
dello spazio (beninteso considerato co­
me oggetto della geometria). 
La dimostrazione della coerenza delle 
geometrie non-euolidee suscitò delle gra­
vi difficoltà a queste concezioni: infatti 
se esistesse un ente, immaginato come 
dotato di certe determinate proprietà, 
sarebbe impossibile che esso fosse de­
scritto e conosciuto da teorie contraddit­
torie, come sono la geometria classica 
euclidea e le geometrie non-euclidee; in­
fatti nella concezione abituale siamo por­
tati ad escludere che un ente abbia pro­
prietà contraddittorie, perché ciò impli­
cherebbe la impossibilità di costruire 
una qualunque teoria coerente su di esso. 
Si dovette quindi abbandonare la conce· 
zione classica della geometria, conside­
rata come una scienza qualificata e defi­
nita dai suoi oggetti e dai suoi contenuti, 
per adottare una concezione che permet­
tesse di superare le difficoltà logiche ge­
nerate dalle dimostrazioni acquisite. 
Questo abbandono portò come conse­
guenza anche la necessità di guardare in 
altro modo ai postulati. Questi non po­
terono più essere considerai] come del­
le proposizioni la cui validità è fondata 
sulla evidenza, e sulla aderenza ad una 
realtà esteriore a noi, che viene descdt­
ta in base aH'osservazione elementare, 
ma furono considerat~ come delle pro­
posizioni scelte con una certa libertà, 
che forniscono la definizione implicita 
(o definizione d'uso) dei concetti della 
geometria. 
Per avere un'idea deI cambiamento di 
prospettive che così veniva instaurato 
basta confrontare, per esempio, le fra­
si con le quali iniziano due trattati or­
mai classici: gli Elementi di Euclide ed 
i Grundlagen der Geometrie (Fonda­
menti di geometria) di David Hilbert. 
La prima frase degli Elementi è ben no­
ta, e recita: 
«Il punto è ciò che non ha parte». 
Essa ha fatto scorrere fiumi d'inchio­
stro, come suoI dirsi; molti commenta­
tori halillo voluto vedere in questa fra­
se la definizione del punto,. inteso come 
elemento fondamentale e primario del­
la geometria; ed ancora oggi qualcuno 
adotta questa interpretazione della fra­
se, ignorando evidentemente le difficol­
tà che ne conseguono. 
l.a prima frase dell'opera di Hilbert
 
suona invece (Cfr. i Materiali in inser­

to a p. 52):
 
«Pensiamo a tre insiemi di oggetti: gli
 
oggetti del primo insieme saranno chia­

mati "punti", ... quelli del secondo in­
ielne saranno chiamati "rette", ...
 

quelli del terzo insieme saranno chiarna~
 

ti "piani"».
 

2. Abbiamo detto che l'impostazione 
data da Euclide alla sua esposizione del­
la geometria è rimasta nei secoli come 
un modello di tutta la trattatistica suc­
cessiva, quando abbia raggiunto un sod­
disfacente grado di rigore. In questo or­
dine di idee infatti noi crediamo che 
questo stile di esposizione sia testimo­
nianza di una ricerca di chiarezza e di 
certezza che è tipica non soltanto della 
geometria, ma di tutto il pensiero ma­
tematico. 
Nel caso in esame questa chìarezza e 
questa certezza vengono cercate metten­
do in evidenza i principi sui quali si ba­
sa la teoria che viene in seguito esposta 
e sviluppata. La mentalità tipica, che ha 
ispirato la matematica greca, e che ispi­
rerà la scienza successiva fino al secolo 
XIX, è la ricerca di proposizioni inizia­
li che potessero essere accettate da tutti 
in forza della loro evidenza, cioè a cau­
sa del fatto che tali proposizioni enun­
davano delle proprietà vere di enti esi­
stenti: gli oggetti appunto della geome­
tria. Soltanto la crisi del secolo XIX co­
strinse gli studiosi a considerare i postu­
lati dia un altro punto di vista. Tale cri­
si è stata maturata da secoli di tentativi 
per giungere a dimostrare il postulato 
della parallela, ed è stata scatenata dal­
la creazione delle geometrie non-eucli­
dee, e dalla constatazione del fatto che 
queste geometrie sono coerenti, e prive 
di contraddizioni interne. 
Questa constatazione ha condotto i geo­
metri a considerare i postulati non co­
me fondati sUilla evidenza dei contenu­
ti, cioè sulla aderenza degli enunciati ad 
una realtà materiale idealizzata in qual­
che modo, ma tenendo presenti soltan­
to le necessità della fondazione rigoro­
sa della dottrina che si sta costruendo. 
l.a dimostrazione della compatibilità lo­
gica, della coerenza dei sistemi di geo­
metria che negavano il postulato eucli­
deo della p,uaUela costrinse i matema­
tici a ripensare un concetto che era sta­
to ritenuto chiaro fino a quell'epoca; si 
tratta del concetto che viene abitual­
mente indicato con 'a espressione «spa­
zio geometrico» o con altre equivalen­
ti: infatti si potrebbe pensare che, hella 
mentalità classica l i postulati fossero de­
stinati ad esprimere delle proprìetà di 
questo ente, proprietà ritenute talmen­
te evidenti da poter essere accettate sen­
za dimostrazione alcuna, per il solo con­
trollo d€lla osservazione sperimentale. 
Questo modo di vedere le cose era sta­
to in qualche modo messo in dubbio dai 
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Non vi è quindi più la velleità di defini­
re, o almeno di descrivere ciò di cui si 
parla: infatti la definizione rigorosa de­
gli oggetti sarà data implicitamente dal 
sistema di assiomi che verranno formu­
lati subito dopo. Pertanto è stata qui 
adottata in modo esplicito e metodico 
la tecnica della definizione implicita (o 
definizione per postulati, o anche defi­
nizione d'uso, secondo alcuni Autori) 
degli enti di cui si parla. 
Come è noto, quando si adotti questo 
atteggiamento si debbono di conseguen­
za risolvere vari problemi, di fondamen­
tale importanza logica ed epistemologi­
ca. Se infatti si abbandona la pretesa 
che i postulati enuncino delle proprietà 
di certi enti la cui esistenza è accettata 
o accertata in qualche modo, si presen­
ta il problema fondamentale di garan­
tire che il sistema delle proposizioni 
enunciate non contenga alcuna contrad­
dizione che è attualmente nascosta, ma 
che potrebbe diventare palese a seguito 
delle conseguenze che si traggono dalle 
proposizioni enunciate; occorre quindi 
garantire che tale sistema sia, come suoi 
dirsi, compatibile o coerente. lnvero se 
sussistesse il riferimento ad una realtà 
esteriore questa potrebbe essere assun­

.. ta come garante della coerenza del siste­
ma di proposizioni che la descrivono; 
ma la mancanza di questo riferimento 
costringe il ricercatore a colmare in al­
tro modo la lacuna, ed a garantire la 
compatibilità del sistema di proposizioni 

- iniziali che si enunciano. 

3. La cos,tru.zione di un sistema di postu­
lati presenta anche un secondo problema 
logico fondamentale, oltre a quello della 
compatibilità del sistema di proposizioni 
enunciate; si suole enunciare tale proble­
ma dicendo che occorre assIcurare la in­
dipendenza del sistema di proposizioni. 
In altre paròle, occorre garantire che nes­
suna delle proposizioni che si enuncia­
no possa essere dimostrata sulla base del­
le altre. In particolare si può cercare di 
garantire che nessuna delle proposizioni 
possa essere dimostrata sulla base di 
quelle che sono enunciate prima di lei, 
oppure si può cercare di garantire che 
nessuna proposizione possa essere dimo­
strata sulla base di tutte le altre (cioè di 
quelle che la precedono e di quelle che la 
seguono). Nel primo caso si suoI dire che 
le proposizioni del sistema sono «ordina­
tamente indipendenti»; nel secondo caso 
si suoi dire che le proposizioni del siste­
ma sono «assolutamente indipendenti». 

4. I due problemi logici che abbiamo 
presentato poco sopra non hanno la me­
desima importanza: invero si potrebbe 
dire che il primo, cioè quello della coe­
renza, è il più importante; infatti se il 
sistema di postulati che si enuncia con­
tiene una contraddizione nascosta, tut­
ta la teoria che si costruisce sarebbe pri­
va di consistenza. Nel secondo caso, 
cioè in relazione al problema della in­

dipendenza dei postulati, l'accertamen­
to di questa qualità del sistema di pro­
posizioni enunciate è meno importante, 
perchè la sua mancanza non inficia la 
validità complessiva della teoria che si 
vuole costmire; e d'altronde la soluzio­
ne di questo problema si può ricondur­
re a quella del primo: infatti per dimo­
strare che un dato postulato è indipen­
dente dagli altri del sistema che si pre­
senta è sufficiente dimostrare che è com­
patibile il sistema costituito dalla nega­
zione del postulato considerato e dalla 
affermazione di tutti gli altri. 
La procedura che viene abitualmente se­
guita per aocertare la coerenza di un si­
stema di postulati è quella che porta ad 
esibire un insieme di enti, scelti fuori dal­
la teoria che si vuole costruire, che veri­
fichino i postulati enunciati; più preci­
samente, agli enti considerati vengono 
attribuiti come nomi i termini che entra­
no nelle proposizioni, ed in questo caso 
i postulati traducono le relazioni, che si 
suppongono note, tra gli enti considerati. 
Si tratta quindi del ricorso ad una real­
tà esteriore, ricorso che, almeno in que­
sto ordine di idee, appare inevitabile. 

Così, nel caso dell'opera di Hilbert che 
abbiamo citato, i termini che entrano 
nelle proposizioni (punto, retta, piano 
ecc.) vengono interpretati come nomi di • 
certi enti tratti dall'algebra, o dall'ana­
lisi matematica; di conseguenza i postu­
lati riproducono delle proprietà di que­
sti enti: così per esempio i~ termine 
«punto» viene interpretato come nome 
di una tema ordinata di numeri, il ter- ) 
mine «piano» vicne interpretato come . 
nome di una equazione lineare in tre in­
cognite, e così via. I postulati che ven­
gono enunciati traducono, in questo ca­
so, delle proprietà fondate sull'algebra 
lineare in un campo numerico. 
Ovviamente la validità di questa proce­
dura presuppone che sia già stata accer­
tata la coerenza dell'algebra e dell'ana­
lisi matematica. Tuttavia questa proce­
dura non instaura un circolo vizioso, 
perchè la coerenza di queste due dottri­
ne può essere garantita senza ricorrere 
a delle nozioni di geometria; e comun­
que è lecito pensare che, nel peggiore dei 
casi, la geometria reggerà logicamente 
almeno fino a quando reggeranno l'al­
gebra e l'analisi matematica. 

II. LA RELAZ'IONE DI UGUAGLIANZA 
TRA FIGURE 

----------~ 

1. La relazione di uguaglianza tra figu­
re geometriche può essere analizzata con 
gli strumenti della logica ed inquadrata 
nella mentalità e nella metodologia della 
impostazione assiomatica, della quale 
abbiamo trattato ne] cap. 1. 
Si può osservare che la relazione di 
uguaglianza ha una importanza fonda­
mentale nella geometria classica; basti 
ricordare che essa viene introdotta da 
Euclide con la proposizione 4 del primo 
libro degli Elementi'. Nella manualistica 
abituale il contenuto delle proposizioni 
ricordate viene presentato parlando di 
«criteri di uguaglianza dei triangoli». 
In particolare quello che viene indicato 
di solito come il «primo criterio di ugua­
glianza dei triangoli» afferma che due 
triangoli, i cui vertici sono indicati con 
i simboli: A, B, C ed A', B', C' sono 
uguali se sono valide le relazioni seguen­
ti: lato AB = lato A'B', lato AC = lato 
A' C' ed infine se l'angolo avente verti­
ce in A è uguale a quello che ha vertice 
in A' . È noto che nel trattato euclideo 
questo criterio di uguaglianza di due 
triangoli viene presentato con riferimen­
to al trasporto rigido di uno dei trian­

2 Facciamo riferimento al volume: Gli Elementi di Eu­
clide, a cura di ATTILIO FRAIESE e LAMBERTO MACCIONI. 

UTET, Torino 1970. 

goli fino a farlo sovrapporre all'altro. 
Questa impostazione è stata abitual­
mente accettata sulla base delle nostre 
esperienze che riguardano le manipola­
zioni quotidiane sui corpi rigidi; ed an­
che il concetto di «corpo rigido» viene 
da noi costruito partendo dalle esperien­
ze di manipoiazione di oggetti materiali 
che non cambiano visibilmente di forma 
per opera degli sforzi che noi possiamo 
produrre con le nostre forze muscolari. 
Tuttavia la critica dei secoli più vicini a 
noi non si è potuta accontentare dell'ap­
pello alla esperienza o ad una pretesa in­
tuizione geometrica che su di essa si fon­
da; in particolare è stato avvertito il pe­
ricolo di circolo vizioso, che nasce ricor­
rendo alla uguaglianza tra figure per la 
definizione di trasporto rigido, e al con­
cetto di trasporto rigido per la definizio­
ne della uguaglianza tra figure. Tale pe­
ricolo era già stato segnalato da Arthur 
Schopenauer {Die Welt als Wille und 
Vorstellung - Il mondo come volontà e 
rappresentazione], il quale aveva critica­
to il ricorso che Euclide fa al trasporto 
rigido, proprio in uno dei punti fonda­
mentali della sua costruzione teoricaJ. 

, La questione è discussa estesamente nel volume cita­
to di Frajese e Macciooi, ed anche nella classica opera 
di THOMAS L. HEATH. The thineen books 01Euclid's Ele­
rnents, New York 1956. 
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2. La situazione che abbiamo analizza­
to poco sopra potrebbe essere descritta 
parlando di «crisi della nozione di ugua­
glianza»; e vorremmo osservare che in 
questo contesto il termine «crisi» non 
vuole avere il significato abituale, che 
fa riferimento anche a situazioni di fì­
ne, caduta, fallimento; ma invece vuo­
le avere il significato (suggerito anche 
dalla etimologia greca) di analisi, giu­
dizio, ricerca di fondamento. 
Questa analisi è stata favorita e quasi 
urgentemente richiesta dalla invenzione 
(avvenuta nel secolo scorso) di nuovi ra­
mi della geometria, in particolare dalla 
nascita della geometria proiettiva; na­
scita che si deve al lavoro di due geniali 
matematici, che hanno lavorato con 
mentalità profondamente diverse, rag­
giungendo tuttavia il risultato storico di 
dotare la geometria di un nuovo fonda­
mentale capitolo: intendiamo alludere a 
K. K. von Staudt ed a V. Poncelet. 
L'importanza della nascita della geome­
tria proiettiva non rIsiede soltanto nel 
fatto che essa ha dotato, come abbiamo 
detto, la matematica di un nuovo, im­
portante ed imponente capitolo; a no­
stro parere infatti l'importanza risiede 
anche nel fatto che essa ha dato occasio­
ne ed ha fornito lo stimolo per un lavoro 
di sintesi dei contenuti del[e ricerche 
geometriche; tale lavoro di sintesi ha 
trovato la sua espressione ndla celebre 
dissertazione inaugurale di F. Klein, che 
oggi viene abitualmente ricordata con la 
espressione «Programma di Erlangen» 
(Cfr. i Materiali in inserto a p. 59). 
In quest'opera Felix Klein risolve il pro­
blema della classificazione delle varie 
geometrie esistenti al suo tempo utiliz­
zando il conèetto di gruppo di trasfor­
mazioni. L'osservazione fondamentale 
da cui si può partire per comprendere le 
idee di Klein potrebbe essere esposta di­
cendo che già nella geometria classica lo 
spostamento di una figura con un movi­
mento rigido era considerato non in­
fluente rispetto alle proprietà delle quali 
si interessava il matematico; con altro 
linguaggio si potrebbe dire che la geo­
metria classica studiava le proprietà del­
le figure che non variavano con movi­
menti rigidi. Ora si osserva che si posso­
no comporre questi movimenti in modo 
naturale; e che l'insieme dei movimenti 
così composti, e con le proprietà che ne 
derivano, costituisce un gruppo. Pertah­
to si giunge ad osservare che l'oggetto 
di studio della geometria claSSica è l'in­
sieme delle proprietà delle figure geome­
triche che rimangono invarianti rispet­
to al gruppo di trasformazioni costitUI­
to dai movimenti rigidi dello spazio. 
La nascita della geometria proiettiva 
portò l'attenzione dei geometri sulle tra­
sformazioni proiettive ddle figure; que­
ste costi.tuiscono un gruppo più esteso 
del gruppo di trasformazioni, ammes­
So dalla geometria elementare; infatti 
quest'ultimo può essere visto c;;ome un 
sortogruppo del gruppo proiettÌvo, ed 

è caratterizzato dal fatto di lasciare in­
variata una certa figura che viene anche 
definita l' «assoluto» dello spazio. 
Pertanto, sotto lo stimolo della proble­
matica generata dalla geometria proiet­
tiva, iniziava Ìa revisione critica del con­
cetto di uguaglianza tra figure geome­
triche. In forma rudimentale e somma­
ria si potrebbe dire chè nella concezio­
ne c'lassica l'uguaglianza di due figure 
era considerata come una relazione no­
ta, ed il trasporto rigido era visto come 
un mezzo per verificare il sussistere della 
relazione stessa. Ma l'invenzione della 
geometria proiettiva indusse a conside­
rare come uguali tra loro due figure che 
fossero trasportabili l'una sull' altra con 
una trasformazione proiettiva, e non 
soltanto con un movimento rigido o, al 
massimo, cOn lIna similitudine. Si po­
trebbe espOrre l'insieme di questi con­
cetti in forma poco precisa, ma sugge­
stiva, dicendo che occorre scegliere tra 
due incidi 'di vedere le cose: o due figu­
te si sovrappongono con una trasforma­
zione di un determinato gruppo perché 
sono uguali; oppure esse sono uguali 
perché sono sovrapponibili l'una sull'al­
tra con una trasformazione. Nel primo 
caso la relazione di uguaglianza è con­
siderata nota prima della trasformazio­
ne; nel secondo caso il grupp0 di tra­
sformazioni è costitutivo della relazio­
ne di uguaglianza tra figure. 
Come abbiamo già detto, la prima po­
sizione è quella classica; pertanto l'evo­
luzione critica di curi abbiamo detto ne 
costituisce, per così dire, un ribaltamen­
to radicale. 
In ogni caso le esigenze della critica 
odierna richiedono che anzitutto venga 
esplicitamente detto quale sia la strada 
che viene scelta, ed in secondo luogo ri­
chiedono che non venga lasciato nulla 
ad una pretesa intuizione geometrica, 
ma che l'insieme dei concetti scelti co­
me primitivi venga precisato attraverso 
un insieme di postulati (o assiomi che 
dir si voglia) esplicitamente presentati 
come tali; queste proposizioni sono na­
turalmenteenunciate senza dimostrazio­
ne, ma occorre ovviamente che sia ac­
certata la ioro compatibilità ed anche la 
loro indipendenza. 

3. Una fra 'le tnttazioni moderne che 
imposta rigorosamente il problema dei 
fondamenti della geometria, rimanendo 
tutt.avia nella mentalità classica, è quella 
data da David Hilbert; nella sua opera 
intitolata «Fondamenti di geometria», 
che abbiamo gia citato sopra; in essa il 
grande matematico tedesco sceglie il 
çoncetto di uguaglianza come concetto 
primitivo, ed enuncia un insieme di pro­
posiZIoni (assiomi) che ne danno la defi­
nizIone implicita. In tal modo egli giun­
ge a superare le critiche (che abbiamo ri­
cordato) avanzate contro la posizione 
euclidea, sulla base della osservazione 
che l,.ma nozione cosi inU'ortante, ed an­
zi addirittura fondamentale come quella 

di uguaglIanza fosse stata introdotta con 
il riferimento ad una operazione fisica 
concreta, come il trasporto rigido. 
Tuttavia già nel secolo XIX H. von 
Helmholtz preconizzò la strutturazione 
di un insieme di proposizioni fondamen­
tali della geometria che facesse esplici­
to riferimento ai gruppi di trasforma­
zioni. Pensiamo che non sia senza signi­
ficato il fatto che questa idea sia stata 
lanciata da un cultore di fisica, divenu­
to famoso per le sue opere in questa 
branca della scienza. Crediamo infatti 
che le idee del fisico tedesco siano state 
il germe per una visione abbastanza 
nuova ed originale della geometria: pre­
cisamente crediamo che questa imposta­
zione (originata, come abbiamo detto, 
dalle idee di Helmholtz) abbia attirato 
l'attenzione dei cultod di geometria da­
gli oggetti ai nostri comportamenti nei 
riguardi di essi. Invero nella visione clas­
sica la geometria era considerata (come 
si è detto) come determinata dai suoi 
contenuti, dai suoi oggetti; questi veni­
vano identificati nelle figure, le quali, 
a loro volta, possono essere guardate 
come originate dalle nostre esperienze 
sul mondo materiale, elaborate dalla 
fantasia. Anche la trattazione di Hìl­
bert, come abbiamo detto, non si sco­
sta da questa concezione, pur introdu­
cendo in essa il rigore del metodo assio­
matico. Invece la concezione originata 
dalle idee di Helmholtz sposta l'atten­
zione dagli oggetti alle trasformazioni di 
questi; pensiamo che a questo punto sia 
facile il passo che porta dagli oggetti ai 
nostri comportamenti nei loro riguardi; 
cioè conduce dalla geometria, intesa in 
senso classico come studio di oggetti im­
mutabili ed ideali, alla geometria inte­
sa come primo capitolo della fisica, cioè 
come dottrina che razionalizza le nostre 
esperienze nei riguardi dei primi e fon­
damentali aspetti del mondo reale. 
Di conseguenza alcune figure geometri­
che, che erano considerate come luoghi 
geometrici, cioè come insiemi di oggetti 
elementari (punti) caratterizzati da cer­
te proprietà vengono invece presentate 
in modo, per così dire, dinamico, come 
traiettorie (oppure orbite che dir si vo­
glia) descritte da un punto o da certi 
punti, trasformati dalle operazioni di un 
gruppo. Così per esempio la retta, che 
nella visione classica è vista come un in­
sieme privilegiato di punti dello spazio, 
in questa impostazione viene vista co­
me la traiettoria di un punto al quale so­
no state applicate tutte le traslazioni ge­
rierate dalle potenze (ad esponente rea­
le qualunque) di una traslazione data. 
Questo aspetto, relativamente nuovo, 
secondo il quale si può oggi presentare 
l.a geometria, sarà più diffusamente pre­
so in considerazione nel seguito. Ci limi­
tiamo qui a rìcordare che i matematici 
della scuola di G. Peano, ed in partico­
lare Mario Pieri, dedicarono vari e fon­
damentalì lavori ai fondamenti della 
geometria. Tra gli altri il Pieri trattò dif­
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Occorre tuttavia. osservare anche che 
questo atteggiamento non è stato adot­
tato da coloro ì quali hanno proseguito 
sulla strada da lui imboccata: infatti Ugo 
Cassina e Mario Pieri enunciano dei po­
stulati del tipo: 
«Esistono dei punti» 
il che vorrebbe significare, come spiega 
per esempio U. Cassina, che 
«La classe ."punto" non è vuota». 
Non è nelle nostre intenzioni criticare in 
questa sede le opere di questi matema­
tici; dei quali intendiamo.invece apprez­
zare lo spirito per così d.ire pionieristi­
co, con il quale hanno affrontato il pro­
blema dei fondamenti della geometria, 
in un'epoca nella quale questo proble­
ma, almeno negli ambienti scientifici ita­
liani,. non era considerato interessante. 
Tuttavia vorremmo osservare che, neHo 
spirito rigoroso della impostazione as­
siomatica, la definizione degli oggetti di 
cui si p~rla è fornita implicitàmente dal­
l'insieme dei postulati: se questi non so­
no compatibili, nel loro insieme, gli og­
getti di cui si parla non possono esiste­
re, e pertanto l'affermazione della loro 
esistenza viene ad avere poco senso. 
Tuttavia si potrebbe anch~ pensare che 
l'enunciato di Peàno, che afferma che si 
può «segnare» un punto,.possa essere in­
terpretato come un avvio alla procedura 
per accertare la compatibilità del sistema 
di postulati che si enunciano. Procedura 
che, in qualche misura, può anche fare 
appello alle esperienze concrete, dalle 
quali, in ultima analisi, prende la sua 
origine la geometria; questa scienza in­
fatti si distingue da un puro gioco, o da 
una esercitazione intellettuale puramente 
astratta per il suo riferimento (più o me­
no immediato) alla realtÌl fisica. 
Non ci pare che sia questo il luogo per 
pro~eguire ulteriormente in questa dire­
zione; ci limitiamo ad osservare che le 
questioni qui affrontate superano ed 
estendono la problematica reÌativa all'u­
guaglianza tra figure, dalla quale que­
ste nostre considerazioni hanno preso 
l'avvio. 

3. A conclusìoned~i brevi cenni sulla 
evoluzione dèl- concetto di scienza geo­
metrica e dell'assiomatica relativa si po­
trebbe osservare che lo spostamento del­
l'attenzione dei matematici, dagli enti al: 
le operazioni; e quindi dalle proprietà 
delle «cose» alle leggi che reggono i no­
stri comj:>ortamenti' nei riguardi delle co­
se stesse non significa per nulla che la 
matematica possa essere considerata co­
me il campo dei comportamenti arbitra­
ri o delle· invenzkmi di pura fantasia, 
senza legamì con la realtà. 
Invero in questa nuova luce l'assiomati­
ca hon cessa di essere legata dalla neces­
sità fondamentale. di garantire la propria 
coerenza,ovvero l'assenza di contraddi­
zioni, palesi o nascoste. Perché la pre­
senza di contraddizione nell'insieme di 
proposizioni iniziali porterebbe come 
èonseguenza alla inconsistenza di tutta 

fusamente della fondazione della geo­
metria su questi criteri nel suo lavoro 
sulla geometria elementare fondata sul 
concetto di punto e movimento. 
Questo modo di vedere la geometria ha 
visto una recente importante fioritura 
per opera del Bachmann4 c di altri geo­

, fRI5DRICH OACHMANN, AlIfbau der Geometrie allS 
SpiegelungsbegrifJ. Berlin 1973. 

III. L1ASSIO.MATtCA 
DELLE TRASFORMAZIONI
 

metri che si dedicano a ricerche ispirate 
a queste idee. 
Pare a noi di poter dire che in queste im­
postazioni j ooncetti della geometria 
vengono strettamente collegati con cer­
te strutture algebriche di grande impor­
tanza, ampliando così le visioni di F. 
Klein e di H. von Helmholtz; e queste 
strutture forniscono gli strumenti per la 
descrizione degli oggetti geometrici e per 
la deduzione delle loro proprietà. 

1. Ciò che a\lbiamo scritto poco sopra, 
a proposito della impostazione dei fon­
damenti della geometria nello spirito di 
Helmholtz, ci pare consono all'evoluzio­
ne dello spirito e dei metodi anche di al­
tre branche della matematica. A titolo 
di semplice esempio ci pare che si possa 
citare l'evoluzione storica recente del 
concetto di algebra: infatti tiel momen­
to della creazione di questa scienza essa 
appariva come un insieme di nuovi me­
todi per conoscere e trattare i vecchi con­
tenuti; in certo senso le regole de.ll'alge­
bra erano dettate dalle proprietà, sup­
poste note, dei numeri che si conOSCe­
vanò all'epoca. r..;adozione metodica di 
operazioni prima non impiegate costrin­
se via via i matematici ad ampliare i 
campi di applicazione, costruendo nuovi 
insiemi numerici; nacquero così i numeri 
relativi, e poi il campo complesso; ma 
si potrebbe dire che in ogni caso le pro­
prietà dei contenuti ispiravano e in cer­
to modo giùstificavano l'introduzione di 
nuovi metodi e di nuove operazioni. 
Si deve a L. Euler l'analisi della compo­
sizione dei movimenti polari (cioè dei 
movimenti rigidi che lasciano fisso un 
punto dello spazio), e l'osservazione che 
la composizione di due operazioni cosif­
fatte noo è commutativa. La costruzio­
ne e lo studio metodico di strutture non 
commutative, come quella di gruppo, e 
la loro applicazione a problemi geome­
trici (soprattutto per opera di Klein) fu 
il germe della evoluzione che spostò gra­
dualmente l'attenzione dei matematici 
sulla struttura delle operazioni piuttosto 
che sugli oggetti che si studiano. Di mo­
do che l'attenzione dei ricercatori è oggi 
prevàlentemente concentrata in primo 
luogo sulle operazioni e sulle strutture al­
gebriche astratte. I numeri ed i campi nu­
merici vengono visti piuttosto come al­
cuni contenuti che possono, per così di­
re, dar corpo a1le strutture astratte. 

2. L'evoluzione cui abbiamo accennato 
è avvenuta anche nel campo della geo­
metria, come abbiamo già detto, e co­
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me cercheremo di spiegare ulteriormen­
te. Osserviamo tuttavia che anche nella 
imposta:èione classica della geometria si 
possono trovare delle tracce dì un modo 
di pensare che pare diverso da quello 
della considerazione abituale. Per esem­
pio si può osservare che nella trattatisti­
ca abituale, quando si vuole indurre il 
lettore a formarsi un'immagine dci pun­
to geometrico (nel senso abituale e tradi­
zionale del termine), si suole invitare il 
lettore ad immaginare deì corpicciol i 
sempre più piccoli, come macchloline 
d'inchiostro o granelli di sabbia, e si suo­
le invitare poi a spingere al limite l'im­
maginazione della piccolezza. Tuttavia 
vale la pena di ricordare che Euclide usa 
il termine greco «semeion» (cioè segno) 
per indicare il punto; questo termine po­
trebbe essere interpretato come un invito 
cD lettore ad eseguire una operazione che 
consiste nel segnare un. posto; e questo 
posto è ovviamente determinato in mo­
do univoco, in modo che non abbia sen­
so parlare di «parti» del posto indivisi­
bile segnato. Pertanto in questo modo di 
vedere le cose riuscirebbe inutile l'ope­
razione della irnrp.aginazione, la quale 
deve respingere la possibilità di distin­
guere delle parti, sempre esistenti in un 
corpicciolo materiale, per quanto picco­
lo. esso sia. Un atteggiamento aderente a 
questo spirito è stato assunto da G. Pea­
no, il quale, in uno dei suoi lavori dedi­
cati all'assiomatica della geometria ele­
mentare, enuncia il seguente postulato: 
«Si può segnare un punto». 
Pare quindi che si possa dire che in que­
sto modo il matematico piemontese ab­
bia inteso riferirsi ad una operazione che 
l'osservatore può esegùire sul mondo.cir­
costante, e quindi abbia, almeno in que­
sto; adottato il punto di vlsta che stia­
mo per esporre, cioè l'atteggiamento che 
sposta l'accento dalÌe cose e dai conte­
nuti che si studiano sulle azioni € sui 
comportamenti del sqggetto che costrui­
sce una teoria per organizzare e razio­
nalizzare le proprie esperienze sull'am­
biente in cui vlve ed opera. 
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la costruzione teorica che si cerca di im" 
postare. La differenza tra questa con­
cezione relativamente nuova e quel~a 

classica potrebb~ dunque consistere nel 
fatto che la richiesta di coerenza nella 
concezione c'lassica era diretta versa le 
proposizioni èhe enunciavano certe'pro­
prietà degli oggetti che si studiano; nel­
la concezione più moderna la rich~esta 

'rdi EaCllD,I3], 

I • 

(Termini, apo\). '� 
, l. Punio è ~iò"che noti ha parti,. _�
le Linea è lunghezza senza larghezza'.� 
III. 1?:stI'eIl}i di una,linéa~ son9' punti. 
IV. LineaI'etta è qljella'çhegiaceugual­
mente rispeJto ai l'luntis'u essa:(cioè;"ai 
suoi punti).' • , ' 
V. S,upe,rficie è ciò che, ha,soltà-nto, lìm-' 
'ghezza e larghezZia. 

, VI ,Estr@mi diunasuperJicie sono linee. 
, VU. Superficie' piana è quella che giiice 
"ugualmente r.ispetto alle retté, stl essa 
'('Cioèo alle ,sue rette). , 
VIII. Angolo piano è"l'inclinazi0he re­
dpfoca,di due linee suun pìa:no; legùaÙ 
si inc0ntrino fra Imo"e n9ng{àcoianp' in: 
linea retta. o "', '. 

IX. Quando le linee che comprendono 
l;a!1golo sori6rette, l:angolo, si ,èhj.ima 
rettllineo, . 
.,x~ Quando' 'una retta: innalzata su una� 
. [iilfta] rett~dt'lrm'à gli angoli a-diàcend� 
,H~ali'fl',a loro~'çiascu;no dei ~ue angoli'� 
lJguali èTettd; eIa retta inna\z'<l,ta- si chia­�
l,11J1 petpenèlfco.late à qUeli~, ~uçlil e-in­
!laJ2;afa. ',' , ,- . 
XI:' AniolçJottusc)"è quello'ina~jore dì 
un retto. 
XII., Angolo·.aè'uw e q).léllo':Jlfi1w're di 
un retto. . , 

. )(in., Termine è eiò che è istreh::ia di ' 
'qualc.lie cosa. ',' ':. " . ' 
XIV". IfÌ.gurit' è èi'ò che è compreso da 

., " . /

un,? o W:U termlUl. . . , 

di coerenza è invece prevalentemente di­�
retta verso l'insieme dei nostri compor­�
tamenti nei riguardi di eventuaii oggetti.� 
B d~altra parte la garanzia della coeren­�
za interna di un sistema di postulati può� 
essere data con riferimento ad una real­�
tà esterna al sistema stesso, realtà la cui� 
coerenza è stata accertata,� 
Quindi la geometria, per quanto astraHe� 

,� ' ,,o 

e generali siano le sue teorie, non potrà 
mai essere considerata come il regno 
della pura fantasia scatenata, e poten~ 

zialmente ancheincoer'ente; la geome­
tria rimane quel dominio della coeren­
za e della chiarezza che l'hànnq sempre 
càratterizzata 'durante i secoli. 

Carlo F~lice M,anara 
Univèrsitò di Milàno 

<;(
XXII. ,Delle figure quadrilatere, è qua-' ,O 
drato quella' clie è insìeme equilateta 
ed ha gli angoli retti, rettang()lo"quel~ 
la che ha gli angoli retti, ma- non 'è 
'equilat~ra, rombo qù~11l1' che è~èquiIa­
teta, 'qui' n'on ha, gli .~goli r:~tti, romboi­
.de qUella che ha l lati ,8' gli. angoli oppa­

. sti~gual1 fralor'O, 'm~d16il è è'qliilatera 
né ha gli· angoli retti, 'E lè figure qua-', 
'dpi}atere'oltre a;q'Ueste'sì chiamino tra(
pezi.� '..'; , 

XXnL Pa;raliel~:' sono q.u~l1e Tette 'dlt\, 
essenc:l.o nello stess0, piano e venendO 
,pr:olunga~~ illimitatamente' cdaJ;l'una e 
.dalì'iltra parte, noti 'si incontàmo fri 
'Ibr;~, .~a~ riéss\'ina· delle:dbe' parti., " 

,XV. 'Cerchio'è una';figura piana 'compr.e~ '. . 
s.a, d,a I,ln'unica linea; [che, si chiama cir-' Po-st6Jati (ahit!J.ata). 
~onferen-?aJJale che tut,tele'rette, ,le qJla, - I. 'Risulti postulato: 'che..si possa'condur- , 

"h cadano sulla [stessa] linea [, cioè sul-, 
la' circohf~re,nza gel eerc)J.lo·,] a partù:e' 
daun punto fra"quelIi clie giaccio~o itf~ , 
ternamente alla'-figiJra', sono'uguali fra 
loro.� ­

XVI. Quel punto si ohiama, centro del,'· 
cerchio', . ' '. 
XVII. Di-ametto del cerchio è una rCittà 
cond9tta per il eentro e te~lUiIi~ta: :d:a 
~b:edùe' I~ partLda-lla 'circonferenza del 
cerchip,la quale,retta tagli ,arl:li:\1e il cer" " 
chio per metà. ' ..' 
Xy;JII. SeÒ1icerdlio è la fig4ra'corupre­
sa dal 9iametro e dalla,circonferenia da' 
~sso ti:J,gliaia. li centn)' dèl semiéèi~hio' 
è 'guelio stesso che è anéhe ce~tr~:del 
ce~chib'.' ,,' " ,,' " ' 
.:Kì!<;' Figùre ~etti,ij.~ee'soilò nuel1.ècorti-, 

. ";I 
prese da rette, val,e a tl'ite:cfiguù trila- . . ',. '_ " 
tere Q.uelle com'prese da tre re'tte, >qua-, .\_---=-'.:.:.'__-----;-'_'=--_~:.::-...:..:::.:.:.....:.:.::.::_.;.=~ 

'drihit~requelle comprese cÌ,a quani-0, e: , 
mtrltilateté'quelle comprde'da piu'·di 

. .' ,lo,

qU<1-tfro rette: . 
XX..Delle tigùre ,irilatere;'"è-trtangòlò ' . 
equilatero. quel1Qclie ha i. trdati u.gua:.- . 
Ii; i~ò~cel~,q>~ello che -bùojtahtq du.e lati .\ :;­
uguali;. e,scaleno quello'ohe'hl=l. i tre 'lati 

•dis-ugUali:� " " 
~XI. Infjn~, delle. figure' ·trilatere,. è 
triangolo rèttango10 quello ~che ha un, 

.angblo retro,. ottusangol()(iuellò ~h~ ha· 
·t;n angolo ottuso, ed ,acufangbIQqueUb­
che ha i tre·angoli"acuti,,· ,', '� 

re' una linea rettida,uri~qualsias(pùn'to ,-'� 
ad ogni altro p'unto.! '� 
II,. E e.heùna -retta terminata (':::'Jinifa)� 
si possa prohifigate,continuamertte in li­

,ri:ea retta.. . ' 

UI .. E che si' po'ssa descriyere utlcerehio ' 
con qualsiasi centro ed aghi di'sta,nza 
(= ,raggio) .• , . ',' ~ 
Iy. E che tutti ,gli a~goU retti "si,ano. 
,~·g~ali. fraJor,o. " ' ", .' ,~I ' _. ~ 
y. E che; S~. una retta venendo· ci: cadene . 

. s.u dlJ:erette-forma :gliimg<:ili 'jnte~n{ e 
' dafla' stessa parte" miliari di o~dÙè ret't-i . 
~ (~.tan che. la toro' somma sia mìrioreGli· , 
dué retti), le'due ,rette':prQlìln~t~-ilolifui- ' , . " " 
tatamenté venaniio ad inòO'ntfarsi da 

,,-queÌla parte in' c.uf S~110. 'gli angoli mi. o 
'noti di'due.fettLE =-...la cui somma e"mi­
no.re ..di <:!U,e ietti); : ' '.' "- ,,', 'o 
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No~iQni'~pmu~i (K~)~vgi' EVV9t(lt). 
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'S'ui' Fondamenti 
della Geometria 
(di GIUSEPPE PJ;!\.l'lO)� 
(Rivista di matem~tjsa, voI. IV,'1894, pp_ 51·90)� 

Numerosi trattati di Geometria veggo­
no la luce ogni anno in Italia e all' este­
ro; spesso ne. arriyano alla reqazione' 
della Rivista" cQn domandii di una re­
censione. 
Oraetuesti nuovi trattati non sono, ~;n 
generale', perfezionamenti di QAe.1li' già 
pubblìcati; ma vi si rip.etonp, sotto .va­
rie 'forme, le cose cOntenute'in altri, e 
Don si tien conto ·di quelle,OSsètva?:ioni 
e s!udii.specialifatti sUI fondamehtidd~ 

,� la Geowetria, i qualistudii, be.r;lché .fatti 
con scopo pur~ente scientifico; pu~ 
tut41via:fin d'ora p'erniettono, in.certa.. 
niisu.ra, di semplifìcar:e', rendélildqli più 
rigorosi, i principii della Ge6metd<t: 
Il:l questa'nota mi propçm:g9.app~nto,di, 

tra'ttare s,om!-Uariame,nte quei' punti ,in 
cùi si può effettivamente raggiungere il 
doppi6 scopo del rigore e è1ella sémpli­
Cità;e. di far nota'teagli insé;gnantjed ", 

, agJi studiosiçhe,ancàe nella ~ateIl1a~· . 
tic,a .più elementa'fe ci sia ancor vasto 
campo di ricerche per loro natura inte-~' 
ressariti, e che possot).o'esser~immedia~­
taIhente utili, perfezionando i metodi di 
i)1s~gnamento. Questi.studii non~sigò­
go vaste cognizioIJ.Ì, ma logica J;i,~or9s~. -. 
E ben noto che, ip Geometria, UOfi' tut" 
1:.0 sI' può dennire; ciò è esplìcitamente 
detto da più autori. ; :, • 
Per.ò 'varia assai presso i dive:rs'i autori 

Unapagio'a degli Elementi di Euclide. Fire~'Ze, Bi. il' n:ur,p.ero, e la natura degÌ1 ept_~ geome.­. \)liote,ca La\.tr~oziana.' ' 
'trici non definiti. . 
. Affinché' risulti ben chiaro·quali:ehti sr;' 
, ddiniscono in un trattato quàhinqtie', é 
quali no, si os~ervi che i termini, eh.etro'- ; 
vansÌ'i,n'esso, appartengcino in p:ar.te al-' 
la dnimmatica generale, .o Logica;,..so- _ 

'no tali i termini è" sonQ, e; o,non .. :: 
Chi si propone la loro. classificazione rl­
costr~is~e la logiéa maternaticfl-; " 
Consìderéremo come termini geometrici­
tùtti i termini che' com.paiono'in·, un ii­

, hro di geometria', e che nori. ap'Par.tén-' 
gono alla logi<;a g~Iler'a:le. ' " .. 
E i[ primo lavofO' a farsi sì.,e 'la- 'distin-.• 
ziorie di questi terrriirti; o delle idee ,che, 
essi ,ral?pre~ent<nl:ò, in klee prifn{tive, .. 
che non si definisGon0, e in idée:deriva- ;". ' 
té, che si definiscono. ' . -",." 
Dir~ che 1'oggetto; o-nome x,- si 'pUò de­
finire, significa che, combinqngo con-' 
venient~mente .i. termini es.pririientf,le 

, Flontèspizlo dé\Ja prili'là edizione degliElementf 'idee primitive coi termini di logica,si:
di, Euclid~; 

può formate un"espressione identica,' a 
quella indicata col-nomex. 

VtIt:.E.diltutto è maggiore'della parte, Se in una definizione oltre a1 termine 
[IV.:E se cose UgualùoM addizionate a' . che si 'vuoi definire, comparisce qualche' 

,cose:ç1ìSlolgUà-li, le totalità Sono disuguali}.' termine cqe noti è stato definito, ne clas-" .' , 
. [V, E' \:lop'pi ai una stessa cosa sono , . sifiça~o fra le idee primitive, si de;ve_con- ' 
\lgua,1ì fra lorio]. "� chiudere che' laclàssificazione non fù� 

bene t;seguha. . " . . '.­,·[VLEm~i~ -di. una, ste.s$a. cosa ~ono 
"llg~la,lì .fra loro]. È chiaro che le idee primitivè'sì dèhba­

no ridùl'te.al,minnno numero; e che per, ,ttrallo.da EuçlIDE,' O/i Èrememi, edizione a Cura dI A,
·l~'B.,ÙJ,iSE <1-1.. MAC"iJONI, UTET, 197D), .•� idee pr.imitlve,sidebbanQ,assunr7re idee: 
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semplicissime, e comuni a l1,lttigli uo­�
mini; esse debbono avere il loro nome� 
in tutte le lingue. Chi incomirida lo stu­�
dio della Geometria deve già possedere� 
queste idee primitive; non è punto ne­�
ceSsàrio che conosca le idee deri:vate, che� 
sataIltìo definite man mano si ptogre­�
dirà nello studio.� 
Premesse queste oss~rv:azioni g~nera1.i,
 
passeremo rapidamente in rassegna le� 
idee che nei comuni tràttati si danno co­�
me primitive.� 

Sul concetto di spazio.� 
In quasi tutti i trattati itaLiani moderni� 
si introduce per primo il concetto di spa­�
zio, dicendo che esso .non si definisce,� 
ma gli si attribuiscono le propr:ie1à di es­�
sere omp-geneo, illimitato, infinIto , di~
 
visibile, immobile, ecc., proprietà que­�
ste parimenti non definite.� 
Ritenendo pertanto: il concetto di spa­�
zio come fondamentale per la geome­�
tria, ne viene che non si potrebbe scri­�
vere un trattat.o di questa scienza in una� 
lingua che-per avvtmtura manchi di tali� 
parole. Quindi non si potrebbe scrivere� 
di Geometria nella lingua d'Euclide ed� 
Archimede, ove appunto manca la pa­�
rola corrispondente ai termine spazio,� 
nel senso in cui lo si' usa negli odierni� 
trattati.� 
In conseguenza una prima e notevole� 
semplificazione si ottiene coLsopprimere� 
puramente e semplicemente il termine� 
spazio, gli aggettivi omogeneo, iljimita­�
to e tutti i postulati che legano quel,sog­�
getto con questi ~ttribqti.
 
Questa osservazione sulla inutilità del� 
termine spazio, in Geometria, riuscirà� 
stran~ agIi autori che incominciano i1'1o­�
ro libro col parlare dello spazio.� 
Però l'esempio di Euclid~ e .di tanti al­�
tri che non lli;; parlan0 affatto, è del tut­�
to convincente. In seguito si vedrà me­�
glio il perché della superfluità di questo� 
termine.� 
Intanto però, nel presente articolo cri­�
tico, si continuerà. ad usare il termine� 
spazio nel significato usulÙe.� 

Sui concetti di linea, superfide, s()lido.� 
Euclide definisce la linea, 1<i superficie� 
e il solido mediante altrettanti termini� 
non definiti lunghezza, largheZZa e a{~
 
tezza. ' .� 
Molte altre defmizio~l furono in seg~j­

to proposte"ma tutte lasciano adeside­�
rare. 
Cosi da più autori chiamasi solido Ulla 
patte dello spazio,-e supeijicie'illimite 
d'un ~01ido. Ma anche i punti. che stan­
no ~u d'una superficie o su d'una Ji:n.ea 
si trovano neìlo spazio, e quindi sono 
una parte dello spazio. I punti la cui di­
stanza da un'punto fisso è razionale, co­
stituiscono una parte dello SPéJ.ziO; ciò 
'ehe separa Cjuesta parte dello spazio dal 
rimanente· spazio, cioè ìl contorno dì: 
questo gruppo di punti (att-ribuendo a 
queste p~role il significato preciso che 

hanno nell.a teoria dei gruppi di Pllnti), 
è lo spazio intero, ìnvèçe di essere una 
supérficie. 
Spetta a M6bius l'osservazione, che si 
~possono' dare superficie che hanno una 
sola faccia, od una sola banda; vale a 
dire, per usare termini dell'uso comu­
ne, se si colorisce là superficie, a parti­
re da un suo puntO, con continuità, sen­
za mai attraversare l'orlo della superfì­
ciç, si finirà pèr aver colorita tutta là su­
perficie, da ambe le parti di ogni punto 
di ess.a. Un esempi-o eH sifffltta superfi­
cie si forma intagliando il rettangolo 
ABCD,.e poi riunendo i lati AB eCD, 
in guisa che C venga in A e Bin D. Una 
siffatta superficie non può costituire con 
altre superficie comunque prese, il limite 
d'Un solido. 

A D 

B c 

Si. vede così che i concetti di solido, su­
perfioie, linea, in generale, siano al­
quantp indeterminati; e per far vedere 
meglIO questa indeterminazione, già al­
tra volta, com~es,.empio diedi l'espres­
siçme analitica d'un punto, che si muove 
con continuità-col variare-<1'una variabi­
le numeriea, e tale che la linea descritta 
dal punto copre l'irtteropiano, e ogni 
arco di linea copre un'area piana:; e indi­
cai pure l'espressione analitica d'una cm­
va di cui ogni arco oçcupa un volume. 
Queste difficoltà si evitano facilmente 
col non parlare di so'iido; superficie, li­
nea in géneiale, ma' parlando solamen­
te della retta·, del piano, della sfera, ... 
cioè di queUe linee, superfiCie e solidi 
che comp,aionb effettivamente in Geo­
metria elementare, lasciando alla mate­
matica superiore lo stu.dio di questi en­
ti in generaly. 
Libèratici cosi da_i ç0!lcetti iJ;mtili e mal 
determinati, l'~sawe dei concetti fonda,. 
mentali di· Geomefriaaccjuista notevo­
le semplicifà. . 

Geo.iilètria di P;osizitnie. 
.L.a semplificazione .div.enta più grande 
. se anzitutto ci OGCUph;UIlO $.010 di quel 

gruppo di proposiziQni in cui' noncom~ 
parisce l'idea ·del' moto, e q).ljndi nem­
mèno quella 4ì lu~gh~zza ci· di altre 
grandèize g~ometriche; questo gruppo 
di pI'oposizioni costituisce la Geometria 
di Posizione. 
Il P:asch, nel suo importante libro Vor­
lesungen uber neuere Geometrie (Leip­
zig, 1882) giunse a sviluppare la Géome­

.tria di Posizione 'assumendo tre soli-con­
cetti primitivi, cioè ilpun.to, il seg11Jento 
rettilineo e la porzione finita di piar:zo.. 

Ma il terzo di questi concetti 'si 'può ri­�
durre ai precedenti assumendo per de­�

,finizione del piano, od'una sua parte", 
una dell~ ben note sue genèrazioni. Sic~ 
ché, ammessi i due concetti, di punto ~ 

di segmento rettilineo, si P9ssono defi­
nire tUtti gli altri enti, e sviiuppàre tut­
ta la G~ometria di Posizione. 
Invece di dire «c è un punto del segmen­
to ab » è forse più comodo diJ::e..~(cgia~ 
ce fra a e b»; ~icché tutta lag~ometria 

considerata basa sul concetto di pur:zto, . 
e sulla relazione fra··tre punti a, b, c, 
espressa dalla frase «c giace fra a e b». 
Questi concetti si,dehbòrio ottenere col- . 
l'esperienza. 
In seguito si farà anche uso delle nota­
zioni di logica matematica,.!:: per indi­
care le dueidée primitive, scriveremo: . 
p invece di' «pilnto», - . 
c E ab invece .di «c giace fra a -e b » .. 
Un trattato di Geometriapo1ré'bbe co­
minciare con parole come le-seguenti: 
«II punto si segna dagli agrimensori, sul 
terreno, con una palina o con una pie­
tra (termine). SUlla carta, sl11legno, ... 

. con un s'egno fatto COn un corpo termi­
nato in punta. In agrimensura siverifi" 
.ca che un punto c giace fratI e.. b, quan­
do una persona, posta in a, vede che 
l'o.ggetto c copre b. Dai. dis,egrtatori,' . 
fabbri, ... -per riconoscere qU.est;3. rela­
tiane fra i tre punti si adop'er:a lo &tru~ 
'mento detto rigo; alcuna> volta si ùsa 
Una c.orda ben tesa ... ». 
Premessi qJ;lesti 'od altri con.simili~cbia­
rimenti~ od ahs~e soppre~~ili del tutto, 
biso.gner'à determinare le proprietà del­
l'enle non d~firuto p; e della rel~ziQne 
c E ab, 'mediante assiomi, opo$flilatL 
L'osservazione la più elementare cì in­
dica un.a lunga' serie di proprietà di que­
sti enti; a noi non resta che a raccoglie­
re queste cognizioni comuni, ordinarIe, 
ed enùnciare come PQstulati quelle soIe 
che non si possono dédurre da altre più 
semplici; l... ] . 
Sarà ancora utile un'osservazibne sulla 
natura pratica, o sperimental~ dei po­
stulati. Certo è permesso çl chiunque di 
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.p'~ernettere quelle ipotesi 'che'vJIole; e.Io 
sviluppa.r~ le cÒI,lseg\l_enze !ogiahecon­
tenute, in quelle jpot~si. Ma affinché 
questo,laVofo meriti il nQme d,i GeoII).e­
trì'a, 'bisogna cl:ìe quç:Ue ipotesi' o posfu­
latiesprlmario'il risultato' deUe osserva­
zioni più semplici cci élementari delle fi~ ; 
gure 'fisiche. La GeCimetria.di Posizio,­
ne, Ci prCiiettiva, poi', è: una p~ite della 
Geometria geneEale; guindi'i suoi postu­
l<:j,tÌ si debbono troy'are fra quelli assun­
ti'per 'la Geometria generale. _
-In conseguenza, 'sotto il punto <ii vist~ 
pratico, non Pllrmi lecito l'assumere ad 
es. come postulato su cui fondare-la· 
Geometria proietrivà il s~$uent-e: 
«Due rette -giacenti in un'o s-tess~ p,iano 
hanno sempfoe un punto,comtine», poi­
ché questa proposizione non si verifica· 
coU'osser~a.zione,ed è anzi, in contra,d: 
diziope coi teoremi di E;udide. 
{da PEA"NO, -Opere scelre, vo1. III, Cr~monese; Roma 
1959J .. 

Idi DAVID H/1;BERi-J 

1. Gli elementi d~Jla geometrili ed i cin­
que gruppi di assiomi: ' 

\ Spiegçzione. - Consideriamo tre di­
vers'isistemi di oggetti: chi?miamo pun­
-ti gli oggetti del prìmo sistema e li in­
dichiamo con A, B; C, ... ; chia1p.Ìa­
J]lO rette gli oggetti del secondo siste­
ma e l'i''ÌJ;ldichiamo co!,! a, b, c, ... ; chia­
II,liamo piani gli oggetti - del terzo si­
stema e liindichiamo cori Ci, {3, 1', ... ; 

, i p.unti. si chiamano anclie' gli ,eJemen­
'" ti 'della geomf?_tha·.della retta, i punti 

"_ e le retté gli elementi ,dèlla geometria 
. . ', 'piana, .i Pllnti, lé rette ed'i piani gli ele­

, . menti ,-déllil géometria. solida O dello 
, '� spazio. - , 

Noi consideriamo punti,. rerte e piani in 
,~eerte, l',elaiionf 'eoiproche edjnçl!èhi~mo' 
qùeste relazi'oni con parole com~ «gia~. 
cere», «fra»';. «congrue,ntè»); la descri­
zione-e atta-:_è ~~mpleta; ai fini rrtatema­

, Ùci: qi:'que-ste re.laziol),i segue dagli as­
_sioinJ della g~otne.trla. 
Noi' possiamo suddividere gli assiomi_ 

. ,della georrtetria in cinque gruppi; ciascu-­
nodi"qp:esti -gruppi~sprime oeni fatti 
fòndamentali urnogenei della nos.tia in­
tuiz{i)ne. Indicheremo questi gruppi dj" 
'àssiomì n'el,segÌJ.en~e in,odò: 
L 1~8. J\ssiomi di tollegamento, 
II. '1-4.. Assiàmi di ordinarrumto, 
JìI.l--i., Assiomi ,di _c'Ollgruenza, 

, IV. Assioma dell~ pàrallelt?, 
v.� i-2. Assiomi dic'ontiizuità. 
,� ­

,� ..� 
2, Il pr-imo'gfUPPU dj,assiomi;assiòmi 
di còJl~gameutò.· Gli. as.siomi di· que.sto 
gruppo stabìlisçond'un collegame,nto tFa 

'gli oggetti sopra intro.Òotli-: pJ;lnti, rette� 
e piani, ,e suonano come segue:� 

i ì. Per dÌJe punti A, B c'~'sempre una 
retta a che appartiene ad ognuno dei qlJe 

· punti A, B. ­
12. Per due punti A.. Bc'è al massif?1o 
una r~tta che apparti'e~_e di! ognUlio dei 
due punti A, B. . 

',Qui,come in seguito, per clue, tre, ... 
punti o, rispettivamente, rette o piani,' 
si deve sempre.inte-ndere punti o,.rispèt~ 

tivamente, rette o piaili' distinti. 
Useremo, inveçe di «apparienere»;an­
che altre locuzioni, per esempio a pas: 
sa perA e per B, a congiunge A e, ov­
vero cCin, B, A giaçe su a, A è un punt,o ' 
di a, c'è un punto A su a, e ,così vi~. 

Quando A giace sulla retta a ed inoltre 
ailéhe su un'altra retta b, usiamo,leJo­
cuziòni: le rette a e b si intersecano in 
A, hanno in comune- il punto A, ecc. 
I 3. Su una retta ci sono sempre alme­
no due punti. Ci sono almeno tre pUf:ti 
che nongiacci'Onosu una retta, 
14. Per' tre punti qualsiasi A, B ç, che 
non giacciano su una stessa retta, c'è 
sempre un piano a -che appartiene ad 
ogliìmò, dei tre punti A, B, C. Per ogni, 
pianp, c'è sempre un punto che gli ap­
partiene. , 
Usi~mo anche le locuzioni: A .giace in­
Ci', A è un punto di a, ecc.� 
I 5. Per tre punti qualsiasi A, ,E, ç cfz~
 

non giacciono su una _medesima' ret.ta, ­�
c'è al massimo -un Riano che appartiene� 
a'ciascuno dei tre punt~ A, E, C. .� 
I 6: Se due punti A, B di una rettq a� 
giaccionç; in un piano a, '-allqra oglii� 
punto dia è nel piano ci. ,� 
In questo caso diciamo: la reria a gface.: I� 

nel' piano a, ecc: ' . , '.' 

I 7'. Se dt{e piani a, iJ hanno ih comune 
un punto A,'allora hanno in comune al­
meno ,u,n .aitrò puntoB. - _,' ' 

l 8. Ci sono ,almeno quattùi jn_t(lli c'he . 
non stanno in -un piano. 
L'assioma 17 mette in luce ché lo spa­

.zio non ha più di tre dimensioni, al con­
trario l'assioma l S'che lo 'spazio non ha 
meno di tre dimensioni. 
Gli assiomi I 1-3 possono venire chia­
mati gli ass.iomi piani ae,l gr,uppo l, 'per, 
distinguerli dagli assiomi I 4~8 c;he indi-' 
co come gli assiomi spaziiili de/gruppo " 
I.'� .. ~ 

· Fra i teoremi-che seguono dagli assio­
mi I l-S--men,zioniamo solta.:Utò i due se­

guenti': . _ ,_ . ' -'I • 

Teoiema'l: - D.ùe rette,di un piano~. 

hann-o o ~rì pun.to in co'mune 6 non ne, 
han!lQ al~JJ;noHlve piai;lj o non hanno~,_' 

, punti in corrtùlle çlVvero hanAo-in co,rp4­
· ne una rettae'nessunpuntò fuori di es­�

sa; uti piano ed ùna retta, èhe noI). giac~
 
. eia su di.esso, o hon hanno pirnti in 00- ­�

tnune; ovvero ne hanno uno'. 
-� - . 

Teorema 2. ~ çèsem~re un pi<PJ,o'ed 
uno solo .cne passa per una retta e ,per. . 
un punto'cne non giàccia-su questa"ço­
me·pure p2r' dUe r~)te aventi ,un punto 
in comune. -­

. , 
3. Il secondo gruppo di.'assiomi: assio­
mi di ordinamento'. Gli a'ssioJ11i dj g'l!-~­
sto gruppo dt;:finisçi!mo il. cdnc~fto«f~,ù) ", 
e repdono possibile,' sulla b<l$.è di"que:' 

. sto concetto, l' ordinarjzento dei punti su. 
una retta, in un piano e nellO. spazio. 

.S12iegcizione. ::- l plùiti di una rettasnm­
no fra loro in una _certa -t:elazione,'-per­
la cui descrjzione ci serVe particoJarm.en~ 
tel:a p~rola «fra»',' .. .. 
Il 1. se un punto B -giace fraJin punto 
Aedi!n punto C, ~l!o~a A, B, C"soilè 

A B C 
I I 
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Detto i~ rria:ti1.eTlfìn~-uitiv~:sèUn~' ie~-' 
t'à-entran:éll'ìiit~rno'arun.triilIi:gQio;esc-._ 
sahè ~sc~ptire'.. Si pU;ò dimostrare·t... )· 
,cl).e i ;du~, segmenti A C tiBC"rioh 'pos­

'. sono ·vel1h·e 'ihtersecaù èi1tramb'! dalla' 
reit'~'a:' '.. , . 
, '-. '. '. ...;.' " 

. . 4. C'o'nsegl1e.nze :.degli .assu~mj di colle~ 

gamenlQ ed or.djnameu!o,... O.agl.i 'assi,o­
rl)i f' eIl aeriv'ano. 'i ~egl,l~nti teoremi. 

'Teorema 3. - Per o~ni' due 'punti A e· 
C c;è :sètnpre. aÌ'men'o·un punto D sulla 

- . retta AC che giaee fra A" è c. 
"� . 
Dirrzostrazipne: ~ Per 1:~ssjoma:I 3 c'è, 
ùn punto· Eesterpo aIIa fetta A C e per 
l'assiomaII i'c'èsu AE un p'hnto F ta-' 
le che È è· un P,u;.t~ del ·segm.~i'1to AF 
Per ro stè§so a;ssidnia e per l'i!ssìoma II 
3c'8·su FDuri punto G chèQ.on giace 
sul' segmento Pc:. .Per l'assioma Ù' 4' la 
retta'EG'de~~ ~unqu~int-e:.i-sèG(tre 'ilseg­

, mento l4Cin u,!!punto D:. ' 

r 

. 'Spiegazlone; ~ Siano A, A' , O, B ,quat­
.tto punti -di UI~a retta a tili che O 'stia 
'fra .,4. eB., ma non fra A ed A'; dicia­
mO alTo-réil; i punti A, A' giaccionO sul­
'la'fetta il da una medesima parte.rtspet­
to al puntò O, ed' i punti A, B giaccio" 
ho sul?a retta a da parti opposte rispet-

A 

.B 

to dI punto O. Tutti i punti della retta 
Cl che 'stanno da una stessa parte di O 
si dìc'op.o anche una' semiretta avente 

...origine in O; quindi ogni punto di una 
retta.la 'divide in due semirette. 

A� A' Q, B 
.i 

• Spiegazioil~, - ,U:n sistema di segmenti 
AB-; f3.C; CD, KJ,., si 'chiama unao •• ; 

spezzata che'congiurigétra loro i punti� 
I A e"c1 'L; questa spe·zzaù. ver;à .pui-ein­
'ditata brevemente c'cm ABCD .. KL. I�o 

punii i~terni ai segmenti AB; Be, Cl), 
o ..KL, come'pUre i punti A,B, C, D .. o, 
K, Lsi chiamano', t'uttUnsieme, ipun­
ti .della $p.ez.zata. Se tutti i PllntiA; B, 
C, lì,.... K, 'L sfanno, in particolare, in 

,un piano' ed 'iJ.lQlt'i~ il punto L eoin­
cide cen il p~nto A, la -spezzàta ver­
.rà chiamata poligoilO eçl indicata come 
poligono ABCD ... K. Isègìnenti AB" 
Be, eD, ..'. KA si chiamano anche· i 
19ti del poligon'oo I-punti A,-B,. C, D... , 
K si chiamano.i verlici del poligono. 

'Poli:goni 'con tre, quattro, ... , n' verti­
dsi chiamA-I).o tp~anion quadrango­
li, .... , n-angoli. ',-.- . : 

y .. 

Spiegazione'----'- Se.1:utti i Y:eHici di un 
poligono sono cli~tinti; lie nessun verti­
ce del p.oIigono. capita interno ad un la­
'to e se due lati'del poligon9 non hanno 
pUJ\tiih l>o~une, il poligOTlO si dicèsem­
pUèe,',' .' 
Gon l' aÌlito .de!· teorema' 8: }:lerveniamo 

" ora aLsègùenti' teoretili. (... ] . 
_ ., I , t • 

- • ~ p 

'T~prekta:9:~~ Ogni 'poligono sempli­
çe'posto in un pi~noa divìet~ quei punti 
'delpiano a, ch~ non 'appartengi::mo al­

• > la.~pezzata,del polìgoÌl'0:in dulae.gio­

no), allora ogni spetzata giacentè in 
a, checoI).giungà A con B,ha almeno 
un punto in comune COn il poligono; 
se invéce A eci. AI. SOno due'puntiil'l­
temi e B e B: due punti esterni, ci so' 
no sempre spezz.ate i,n a chI;') congiun­
gono A con A' e B con B' e che.non' 
hanno punti in comune con il poligo­
no. Se si c6ntrçl.:ssegnaÌlo oppor:.tuna" 
mente le due regforii, 'ci sono sempre.in . 
a {ielle rette che sono irÙeramente .al­
l'esterno del'polig6no, nient're non vi 
è nessuna·rettaclre stia interamente al­
l'internò del poligono. 

Teorema 10. -; Ogni piano a divide' i 
rimanenti punti dello.sp:azio in. due re­
gioni con la seguente proprietà: ogni 
punto A di 1ma 'r,egioue d,efinjsç@ con 
ogni punto B' deII'altra un seg);pento AB 
nel cui interno,giace un pu,ntodi a, men­
tre due punii qualsiasi. A eq A i di ~ria 
stessa regione definÌscori:6 sempre un 
segmentb AA' che 'non contiene punti 
di~.	 . 

Spiegatiorzè. - Utilizzando la pomen­
ciatura di questo teorema' l'O, "diremo'; 
i punti A, A I stanno n~no spazio da una 
medesima parte dei piano a éd' i punti 
A, B stanno nello spazio da parti 0PPQ­
ste del piano c<. 

Il teorema IO mette in evidenza i 'fatti 
più importanti nei riguardi deli'ordina; 
-mento degli..elementi neUo spazio;,.CJ.tte' 
sti fatti sono, dunque COl'lS,eguewa sol­
tanto dygli assiomi fin qU;i trattati e ne} 
gruppo II non occorre 'nessun ·nupvo'·ali­
siomà spaz.iale. . 

S.II terzo gruppo· di assiomi': ·à.ssi~nii di 
congruenza, Gli as~iomi di quest9.g~UP· 
po definiscono il concetto di corigruel)­
za equindi"anche quello, dì movimento. 

Spiegà'zionè. - I segmenti stannò fl'a 
loroin una certa relaziop,è perja eui de­
sCl'izione ci serv~mo le .pàrale ~'co'n­
gruénte" oppure {'ug,uale"., ; 

III L Se A, B sond due punti di una'ret­
ta a ed inoltre A I è un punto sulfa stes­
sa retta aVverÒ su .un 'àl{raal~ sipuò 

,sentpretrovare un j:JUnIO' B:, da una da 
ta parte cie,Ua retta (/ rispetto adA I,. tq/e . 
cheil segmento AB sia' congruente, ov­

. . , ' .. 
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"vero uguale, al segmento A 'B'; in sim­
boli: 

ABsA'B'. 

.Questo assioma consente la pos~ib,ilità 
dellrasporto di segmenti.~a unicità di 

,quest'ultimo·' verrà dimostrata più
avhnti. . .. . 

Il segmento era stato dèfinitosem:p~içe­
mente come sis.Ù:ma"di due puntiA; B 
ed era stato indicato con AB, o:vvero 
con.;BA. Dunque nella definizione lidn 
si teneva conto dell'ordine di enunçia., 
zionedei due pUliti; quindi le formulç 

ABsA'B', ABo=B'A', 

BA'=A'B', _ BA=B'A' 

hanno 10 stesso significato.� 
ni 2. Se un segmento A'B' ed un seg"� 
·mento A "B" sono congruenti ad .uno� 
stesso segmento AB, al/ara anche il segc� 

Fro~tespizio della Il parte dell'edizione inglese dei 
'Commentaci .di EJlclide di Prodo. 
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ménto .il'B' è congruente al segmento 
A"B" ,. o-vvero, brevemente: se due seg­
menti sono congruenti ad un terzo, essi 
,sono congrue'ntijra loro. 
Poiché la congruenza, ovvero ugua­
glianza, viene introdotta all'inizio del­
la geometria solo mediante, questi assio­
mi, non è affatto ovvio in primo luogo 
ch~ ogni segmento sia c.ongruente a se 
stesso; ma questo fatto segue da entram· 

,bI i primi assiomi di congruenza, se tra­
sportiamo iI segmentoAÈ su una qual­
siasi ,semiretta, per esempio congruente 
adA'B', e quindi applichiamo l'assio­
ma III 2 alle congruenze AB=A 'B' , 
ABo=A'B'. 
Sulia base di quanto detto, si ottiene 
poi, applicando l'assioma 1112, lasim­
metria e la transitività della congruen­

.za di segmenti, cioè la validità dei teo­
remi: 

Se è AB 0= A'B', 
è pure A'B' 0= AB; 
se è AB =è A'B', 
ed a.nche A'B' A" B",0= 

è pure AB 0= A"B". 

A causa della simmetria della congruen­
za di segmenti, po~siamo usare il modo 

-di dire: due segmenti sono "congruenti 
fra ,loro ". 

1113. Siano ABe BC due segment(sen­
Z;a jJunti, in comune su una retta a ed 
A'B' e B' C' due segmenti sulla stessa 
retta o su un'altra retta a', sempre sen~a 

A B C a 
_._-­I I 

A~ B' C' a' 
I - f 

punti in comune; allora, se è 

AB:'?A ' B' e BCo='j3{ C', 

è pure AC=A'C'. 

Questo assioma esprime la c.dndizione 
di 'addizionabilità dei segn1enti~ 
Il trasporto. degli àngoli viene trattato 
esattamente nello stèsso modo del trae 
sporto dei segmenti. Ol~re 'alla possipi7 
lità del tra~porto degli angoli deve, vè­
nimenJe, venime richiesta assioipatìca­
mente anche la uniCità; invece la trah­
'sitività e l'addizionabiiità 'saraimoqirho-­
strabili. 

SpiegazioM. - Sia a un qualsia~i pia: 
n,o ed h, k cL).le qualsfa.si selllirette, distin­
te in a, aventi origine in uno stesso pun­
to O, che apparténgaho a rette dIverse. 
Chiamiamo'angoJo,il sistema di queste 
due. semirette h, k e lo "indichiamo con 
1: Ch, k), ovvero con 1: Ck, h).� 
Le semirette h, k si chiamano lati del­�
l'angolo edil punto Q si chiaina vertice� 
pelfÌ,angolo.� 
Da ques.ta definizion'e rèstano esclusi� 
angoli piatti e concavi.� 

La semirerta h appartenga alla retta li 
e la semiretta k alla retta 'R. Le semiret­
te .h e k, prese insieme al puntp O , di- . 
vidono i' rimlmenti punti in due regio­
ni:'si dicono posti all'interno dell'ango­
lo 1: (h, k) tutti. i punti che stanno con 
h dalla medesima parte di k e con k dalla 
medesima parte di li; tutti gli altri pune 

ti si dicono posti all'esterno, ovvero fuo­
ri. dall' angolo. 
Sulla base degli assiomi I e IIsj ricono­
sce facilmente che entrljlJ1be l~, regioni 
contengono punti e che un segmento, 
che congIunga due punti interni all'an­
golo, si trova interamente all'interno 
deIl'angQlo. Altrettanto facilmente si 
possono dimostrare i seguenti fatti: se 
un punto H è su h ed un punto K è su 
k, il segmento HK è interamente inter­
no all'angolo. Una semiretta uscente da 
O è tutta interna o tutta esterna all'an­
golo; una semiretta inJerna interseca il 
segmento HK. Se A è un punto di una 
delle due regioni e Buna déll'altra, ogni 
spezzata, ch~ cònglunga A con B"o pas­
sa per- O ovverO ha almeno un punto in 
comtine cOn h o con k; se invece A, A' 
sono due punti della stessa regione, c'è 
sempre una spezzata che congiunge A 
con A' e che non passa né per Oné per 

,un punto di h o di k. 

Spiegazi~ne. - 'OH angoli stanno fra di 
loro in una certa relazione per la cui de­

.scrizione ci servono, in ugu'Ù modo,. le 
parole "congruente", ovvero "uguale·". 

III 4. Siano dati un angòlo 1: (h, k) in 
un piano aed una retta a' in un piano 
a', come pure un determinato lato di 
a' in a'. Si indichi çon h' una semiret-ta 
della retta a', che abbia origine nel pun­
to O': c'è al/ora.. nelpiano cl una et} una ' 
sola semiretta k' , tqle che {'angolQ 1: (h, 
k) è congruente, ovvero uguale, q/l'an­
gola 1: (h', k') ed al/o stesso tempo tutti 
i puritì interni àll~angolo 1: (h' , k') stan­
no dalla' data parte di a',. in simboli: 

1: (h, k) 0= 1: Ch', k'). 

Ogni angolo è congruente a se steSso, 
cioè si ha sempre 

1: (h, k) 0= 1: (h, k). 

Diciamo anche brevemente: ogni ango­
lo può veniretrasp'ortato in un datO pia­
no s.u una data semiretta da una sua da" 
ta parte in un modo definito univoca­
mente. . 
Tanto poco abbiamo tenuto in conside­
razione il senso per i segmenti àltrett<:\!l­
to poco prendiamo in considerazione il 
v'erso di rotazione nella definizione deI~ 

.l'angolo. Quindi anche le due designa­
zioni 1: Ch, k), 1: (k, h) significano la 
stessa cosa. 

Spiegazione. - Un angolo di vertice B,� 
sui cui lati' stanno rispettivamente un� 
punto A ed un punto C, ve,rràanche in­�
dicato con 4ARC, ovvero, brevemen­
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te, 1-B. Gli angoli verranno pure de'si­
gnati'con lettere greche miriuscdle. 

III 5. Se per due' triango/P ABe: ed· 
A'B' C' valgono le CQngruenze 

ABcA'B', AC=A'C',' 
1- BAC=~1- B' A' C' 

allO/'a è sempre vàlida anche .lei con-. 
gruenza· 

1- ASC= 1- A,' B' C' . 

[...] Scambiando le designazioni, si ha 
che, sòtto le ipotesi di 'questo assioma, 
sono sempre soddisfatte le, due con­
gruenze 

1- ABC= 1: A'B' C' 
e 

'1ACB= 1- A~C' 13'. 
Gli assiomi III i-3 ~ontengono enunciati, 
riguardanti solo le congruenze di ~eg­
menti; possono quinpi vènire chiamati 
gli assiorllilineari del III ,gruppo. L'as­
sioma III 4 contiene enunciàti sulla con­
gruenza di angoli. 
L'assioma III 5.collèga concetti di COlJ­

gruenza di segmenti e di angoli. Gli as­
siomi III 4 eIII 5 èontengono enunciati 
sugli elementi della geometria piana e 
possono quindi venir chiamati gli assio­
mi "piani" 'del terzo gruppo. 
L'unicità del trasporto di segmenti se­
gue dalla unicità del trasporto degli an­
goli, con l'aiutodell'as.àioma III 5. Si 
supponga che il segmento AB sia tra­
sportato su una semiretta' di origine A' 
in due modi, fino a.B' e fino a' B" . Se 

A ..., ---------118 

scegliamo allora un punto C fuòri daL­
la rettà A'B' , otteniamo le cQngruenze 

A'B'--=A'B;", A'C';:A/C', 
1- B'A' C'..=~'B" A' C'" 

e 'quind,i, per l'assioma 1'115, 

<jA'C'B' E ~ A'C:B!' 

in contraddizione aila Unicità del tra­
sporfo degli angoli, richiesta daU'assio~ 
ma III 4: .., .. 
[da D. H;LBERT, FO/ldamenii di geometria, Feltrineili, 
Milano 1970] , ; , . 

, Q)ii e nel s~guito si deve sempre supporre per Ùn trian· 
golo ;he iSHOi vertici non stiano su' una r.~t-t~, 

Cons:idera2ioni 
,çomp:arativ~ intorno 
a deerche 

(Di FELICE KLEIN [a Gd~tingenD* 

Programma pubblicato in occa­
sione dell'accoglimento nella Fa­
coltà filosofica e nel Senato 'dèl­

. l'Ùniversità, di Erlangen, 1872 

tradotto' da GINO FANO 

Fra i risultati 'ottenuti negli ultimi cin· 
q~ant'aJi.~'inel campo della geometria 
occupa il primo posto lo sviluppo del­
la Geometrid Proiettiva. Benché da 
principio le 'così dette relazioni metri­
che, non conservançlosi invariate nel­
le proiezioni,-sembr,assero inaccesibili 
a questa disciplina; tuttavia recente­
mente si è iiuscitiad abbracciarle an­
ch'esse sotto il'punto divistaproietti­
vo;di modo che ora i metodi proietti. 
vi compr~donotutta quanta la geo­
metria. Solo che le proprietà metriche 
vi compaiono, non più come proprie­
tà degli oggetti in sè, ma come relazio­
ni fra essi. ed una forma fondamenta­
ie, il cerchIO immaginario aU'infinito 
(dell~, sfere). 
ConfrgnÙmdo le nçJzioni della geOme­
tria ordlnària (elen'ientàre) con questo 
metodo', 'introdottosi gradatamente, di 
considerare le forme dello spazio, sor­
ge la ,questione, se esista un principio ge­
nerale, .secondo cui ambo i metodipo­
trebber'o organizzarsi .. T<ile que,stione 
appare tanto. più inworhmte, in quan­
to che:acc,ùlto alla geometria elemen­
tare ed allapr'o~tfttiva si presenta una se­
rie di altri metodi ai quali, con tUtto che 
meno svilì.1ppati,"convien concedere pati 
diritto ·di esistenza autonoma. Tali sa~ 
rebbero 'la geom,etiìa dei raggi recipro­
ci;, queHa detletrasformazio'rii raziona­

, ti, eçc. le quali saranno' in seguito men­
zionate anCçJra ed esposte. 
Coiiassumerci di stabilire in .seguito un 
si fatto principio noi non veniamo ~er­
toasvih.lppari alèuii,a idea essem:i,al­
mente nuova, ma- solo delineiàmo eon 
chiarezza e precisione ciÒ che fu" già. 

(*) (Alla proposta del' sig, SEÒRE**, di pubbiiéa:r~ ,negli� 
f,\nnali una traduzione del mio,PrograrrimadeI1872'l:t,o� 
aocondisceso ìanto più volentieri, in quanto chI' il pri·� 
mo ,'olume [e~ti: cOfJlparso della «Theori'e der rranif,or­�
matjonsgruppel!)} diLm (LeJpiig ISS8) potrebbe far sI� 
che t'interesse deigepmeiri S1 rivol:gess, maggionti.ellte� 
asiffàtlc'discusSJonf. ~ La traduzione è 'a~s()ru\ameùte
 
lettefàle; nd due o ire passi in <mi si sono mutiltealcUl1e� 

. parole si ·son racchitlse fra pare.ntcsi quadre [-J lenuo­�
v.e çSjm,ssi,oni, N;e110 stessomodo si ,sono c!>nwi~segnac 

, te urla serie al aggiunte sotto il testo, che solo 'ora v.i fu­
, rono'introdotte, F. Kl.Eil"J. , ' 

pensato da taluno con più o meno esat­
tezza. Ma il pubblicaresiffatte conside­
razioni comprensive appariva tanto· più 
giustificato, in quanto che Ja geometria, 
che purè unièa nella sua sostanza, nel 
rapido sviluppo cui andò soggetta negli 
ultimi tempi siè troppo suddivisa in dI­
scipline quasi separate, che vanno pro­
gredendo alquanto inqipendentemente 
le une dalle altre. Aggiungasi a ciò l'in­
ténzione particolare di e~porre metodi 
epuIlti di vista che vemiero svolti -in la­
vori recenti di Lie e miei. I nostri lavo­
.ri, per quanto fosser diversi gli oggetti 
a cui si riferivano, pure d'accordo. so­
no entrati in questo m'odo generale di 
considerazione, sicché era una speçie di 
necessità di discutere finalmente anche 
questo, caratteriziandò dal s.uo puilto 
di vista contenuto e tendenza di quei la­
vori. .' 
Benchéfinora siasipàrlato di sole ricer­
che geometriche, pure vi si devbno in­
tender comprese quellerelative a varie­
tà c,om'unquee~tys.e, l~ quali si sono 
svolte dalla. geometria coli'astrarre <lal­
la rappresentazione ri~Uo spazio, ,rap~ 
presentazion~ non essel'!-ziate p~r l~ con­
siderazioni I3uraiIieriJe. matematichè,' 
Nello studio dHÌ'e'varietà vi sono ap­
punto' d~i tipi differenti come il) geo­
metria, e,si ttatta"come in geometrta, 
di mettere in rilievo dò cJ:i:e v'ha di co­
mune e ,di diverso in ricerche intrapre­
se indipenclentemepte k'une dalle (Jh' 
tre. In via astratta, basterebbe in s~gui­
to parlare semplicemente di varletà più 
volte estese; ma, collegandola alle ràp­
presentaZIoni geometricbe più fami­
gliari, l'esplicazione si fa più sep-ipilce 
e più facHmente'intelligibile. Partendo· . 
dalla considerazione dei.corpì:' geome­
trici, e sviluppanpo sopra di éssi, ,co­
me esempio, le idee gener.ali, battiamo, 
la stessa, 'via che ha pe(corsa la scienz:a 
nel suo sviltlppo.; e <:be di solito neJl'e-, 
spbsizione torna,maggio'r contp.di met-' 
tere' a base. ' .' 

(••) 'Le:ì-agioni di:ques;a propo~ta (messa-poi ad' ese­�
cuzione grazie al sig, FAN"), studente nel'lJqiversità di� 

- )'OriilO) non çonsìste,:ano p,rmc.'sPltantoncll'j!",teresse 
stodco',chea qu~t~])uscoIo ~rovienedalJa mo)tt'tudine 
dt ncerche, speCialmente del Slg, .KLEfN e gelIa sJla scuo· 
Ia che pjù o meno dire[tam~nte ,s'i~)*atnrio ilà éj\jasi un 
ventennio'aUe vaste vedute' ed aiprofondi concettiin es· 
so contenuù, Questo lavoro nOllè, a mio avviso,. abba­
stam.a noto ai giovani,geometri itq/jani; ed è spedaltnente 
per essi'che ho desiderato sifa~se questà ì:istafupa. Tan' 
te idèegeoerali ed ingegnose che si trovano' in queste pà­
gin~"come l'identità sostanziale fra v{irie disciplhle ma­
tematicihe (ed in partic0lare fra disCipline analiti~he'f'geo­
inetrichel) che si 'rappreséntaiJO .J'una suU'altra;quando 
si tfnga conto dei gruppi di Il'asforlnaziònrc~dnesse 
si pongcmp a ba~e; le varie cOJlsiderazioni'~,u'questi grup-, 
pi:; tante giuste osservaponi che mettono sotto la luce.più 
vera e prec1J;ano nel rniiljor modo il carattere .di vari ar" 
gomenti e varie do~.trine, e· specialmente di ;ìlcune più di· 
sou~se, come qu~lla delle varletà più volte eStilSé, e:-)a geo­
ilIetria non euclidea: tutte queste son còse o non suffi­
cientemente conosciute estu~iatedai giova-ili,'o note ~o· 
lo ~er via 'Indiretta: Su esse mi ,slà pefIptiSo richiamare 
tuttà la loro aftellz~orie" , ' 
Al prof. K.LEIN ·pel consenso dato a questa tradùziorie~ 
non che per la revisione e per le aggi\lnte fattevi; e cosi 
PUre al. sig, Direttore deg-li A1ìi'laIi per l'ospitalità gel!til­
mente accordàtale, i piùl/ivi ringrazianienti del Tradu't' 
tor.e " miei. C. SMftE . , 
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Sia ds.ta una varietàe, per la sua tratta­
2i(;ine, un 'gnlPpo~di trasformazioni ad 

.. ,essa rdativ:Q.. Si pon~p' il problema di 
, studiardecfonne contenute nella varie­
, là'in relazione ad una data forma. Al­

lora noipossiamo .o aggiungere al siste­
-ma dèlJefortne qU_est'ultima d,ata, é al­�
/Orasi ricnied'i!ranno léproprietà del si­�
.stema così eSJeso iwrelcizione al gruppo� 
proposto,' - pyvero'non estendere il si­�
S'tema, ma:[[mitare~e trasformazioni èhe� 

, :Sitnettono àbase detla trattazione a� 
'~quellecç/ntènilte ne/gruppo medesimo 
,che,lasci(mo in'after.ata.:!aproposta fo.r­
:m'à, (e cheÌ1ece.'ssariam'ent~ r::9stituisGo­
:ne ancotaun ,gruppo). 

. Contrariamente alla questione solleva­
ta al principio del-paragrafo, oc,cupia­

'moGi ad,esso -deIl'ÌJ;lversa'; che ,si può 
comprendere fin d'Ora. Cerchiamo qua­
Il siano kprol"rietà. deLcorpi c:he si Gon­
servano.' in 't11 gruppo di trasformazio­

; 'Ùi:comjlrendente quello prinCipale cò­
.~ partè-,.Ogm'im>prre(à che'troviamo 

, .' in Ulia' tale ricerca è'1.ma·proprietà geo- _ 
metrica del co'rpo à<sè" midaieciproca 

-n:~:)fl s-u~siste-. In questà~ntra inveee in 
vigore ilprinc~pio testé ripòrtàto, nel 
'.(w~.Ie OI"a1I-"gytlP.pò'Q:riI].cip~le'è iln1~no 
èst:esò :$-i ha-quindi: 
Svstjtueii,iiojal groppo principale un aZ~ 

-1ro'grÙpJ2,o pii'-ramp(a, le proprietà geo­
·lr!e(Fiçh'esi.ç'ons~rVmo soloOlfi parte. Le . 

.' rcfm"an,entLapjJaip/JO- come pr.oprietà, 
--:,:n()"'tp!ù.\ltetc~r{Ji il sè, mq del sistema 
... çh~: Nsu'lta.,qgWungendo ,a. qùestiuna 

-/q'Jn:r/.$)ffeia <t.' Questa forma speciale 
'(1f?(qu-afJt()p1J;òes.~ete, d.eterminat( 8) è 

'dejin!1.i,.l (ja/.fdào c/J.e,supposta fissa, 
-dm~edealli:i spàziq~ fra le 'irasfofinaziq­
n{didifuppo,'prapDùo, solo.qUelle dlfl 
grilppoprinc'ipale.· .' '. 
SUC;Jvesta proposiziojle riposa ciò che 

" . Pl1anl1ò ~i ~articolare Ì'nuovi indirizzi 
geom~tr,ièi, yhe q~ dQb:Qiarriò discutere, 

~, e.: illoro:rapporto al metodo elementa­
, ,r.e. UioFo.car~ttere é·appuntQ quello di 
, pcirre'a bs.s~' delle'Col'lsiderazioni, irr h,lO­

:. .\. j:. .... l". .... ".. ,,~' '. 

go deL gruppo principale, un altro, grup­
po più esteso di trasformazioni dello 
spazio. 'L-a lÒIO reciproca relazione è de­
terminata da urta proposizione analoga, 
Ì'inché i loro gruppi si comprendono 
l'un l'altro. Questo vale anche per i di­
versirnetodi di trattazione di varietà più 
Volte~~tes.e che'dObbiamo considerare. 
CiÒ verrà oramostr,ato pei singoli me­
todi, sui quali i teoremi stabiliti in ge­
nerale in questo paragrafo e~nel prece­

- dente troveranno spiegazione in ogget­
ti cortCr~ti. 

§3. Ge~ml:etri,a proiet~iva. 

Ogni trasformazione dello spazio che 
non apparte,nga precisamente al gnlp­
po princip'al~può servire a trasportare 
a figure.nuoye proprietà di figure note. 
Così noi usiamo lageom~tria del piano 
per qUella di superfieie rappres'entabili 
sopra il piano; co,sì, ,già assai prima che 
naScesse ,una vera e propria geometria 
proiettiva" si a,rg,t!ivano dalle proprietà 
di una figura dat.a quelle qi altre che se 
ne -deducevçl.no per proiezione. Ma là 

_geométria proiettiva sorse solamente 
èoll'àbitudine ,di considerare la figura 

, 'originale come· e.ssenziahnente identica 
a tutte, quelle c.he né sonQ deçlucibili 
proiettivamt;nte, e di enunciare le pro­
prietà clle sitrasp.,ortaQO per proiezione 
in'modo da render evidente la loro in­
dipendenza' dal1e niodificazioni che si 
hahno proiettanqo. Con ciò sivenne a 
porre a ba,se ,della trattazione nel senso 
del § J il grÌJPPo.: di tutte le trasforma­
ziò'ni proiet(ive, Creando pe,r tal JJJ.,odq 
il.contrasto !t;a gèometriq,proiettiva ed 
elementare. : ' 

. . 
• ·Si g~nera·r.r es. una tal forma applicando le trasfor­
maliepi del gruppo principale a ull elell!entooriginal~ 
atbitrariò, che nàn resti invariato,in aIcuna delle trasfor~ 
mazioni delgruppo proposto. Annali di Malemalica~ to­
'inoxy,Il, ' . 

Un processo di svilUppo simile a quello 
qui citato p~ò concepirsi come possibi­
le.in ogni sorta di trasformazioni dello 
spazio; e noi <:;i ritorneremo 'soptapiù 
volte ancora. Nella geometria proietti­
va stessa esso si è sviluppato anCOra da 
due lati. Una delle estensioni del con­
cettosi effettuòc~1 comprendere le tra­
sformazioni reciproche (dualistiche) nel 
gruppo posto a fond:amento, Sotto il 
punto di vista attuàle drie figure duali 
tra loro non si cònsidèiano più come di­

. verse, ma come essenzialmente identi­
èhe~ Un altro passo si fece coll'estensio­
ne del gruppo fondamentale di trasfor­
mazioni collineari e reciproch,e mediante 
la considerazione di quelle fr,n,mag(narie 
corrispondenti. QU,esto passo esige che 
siasi dapjn'iina estesa la cerchi<l:degli ele­
menti propriamente detti dello spazio 
coll'introduzione degli immaginarii, ­
in modo affatto analogo a quello in cui 
l'introduzione delle trasformazioni re­
ciproche nei gruppo fond,amentale porta 
con sè quella contemporanea q~l punto 
e del piano come' elementi dello spazio. 
Non è qui il lU9go di 9iffondersi sull'op­
portunità ,dell'introduzione degli ele­
menti immaginai-ii, per mezzo dei quali 
solamente si gitmge alla c,orrisponden­
za perfetta fra la scienza dello spazi.o e 
il campo, qual è stato scelto, delle ope­
razioni algebriche. Bisogna invece ben 
notare che la ragione di tale introduzio­
ne sta appunto nella consideraziQne di 
operazioni algebriche, e non già nel 
gruppo delle tras.forma~ioni proiettive 
e reciprQche. E come per queste ultime 
possiamo limitarci a trasfonnaziohi rea­
li, perché le col1ineazioni e reciprocità 
reali formano già di per sé un gruppo; 
- così pure noi possiamo introdurre 
elementi immaginari dello spazio, anche 
se non ci poniamo dal punto di vista· 
proiettivo, e lo dobbiamo fintanto che 
studiamo per principio forme algebri­
che. 
Come si abbiano a concepire le prcipri~­
tà metriche·dal punto di vista proietti­
'lO, lo si determina secondo la proposi­
zione generale del paragrafo 'pr~ceden­
te. Le proprietà metfiche.debbono con­
siderarsi Game .relaiioni proiettive fi- , 

_spetto ad una forma fondamentale, il 
cerchio immagiI).ario all'infinito9 

, forma 
che ha la proprietà di t,rasformarsi in se 
stessa in quelle sole tra,sforrna,zioQi 
proiettive che appartengono altresì al 
gruppo principale. La proposizione 
enunciata cQsì sèinplicemente richiede 
ancora un'aggiunta essenziale, che cor­
risponde alla restrizione delle ordinarie 
vedute agli ,elementi Ce alle trasforma­
zjoni) reali. Per esser d'accordo ço,n 

, Questo modo di considerazione va ritenuto come una 
dell~ più be.lle cose.[dell<,l scuola francese]; solo per mez­
zo di esso vien precisata la distinzione fra proprietà di 
posizione e proprietà metriche, quale si suoi dar. in' prin­
cipio della: geometria 'proiett,iva. 
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q1J~~to punto di vista,. bisogna ancora 
aggiungere espressamente al cerchio im­
maginario all'infinIto il sistema degli 
elem~nti (punti) reali dello spazio; ·le 
proprietà nel senso délla geometria ele­
mentare .sonoperciò proiettivamente o 
proprietà dei corpi a sé, ovvero· ielazio­
I1~ fra essi e questo sistema degli elementi 
reali, fra 'essi e il cerchio immàginaiio 
iilVinfinito, fra essi ed entrambi. . 

· Equi conviene fior mente ancora al mo­
do in éuf v .. Stauat nella sua Geometria 

. '" ..di p.osìzion~ istitl1isce la ·geometria 
.' . proiet6va, - e' cioè quella geometria 

; prciiy.tti,ya ehesi limita a mettere come 
fondarnentale il gruppo di tutte le tra­
~forniaziol.'li proiettivo-reciproche realìJo 

. 

E v.oto come ili. quell'opera:·,egli dal ma­
teriale d'0ss~rvatione Ordinario estrag­
.g'!'·solo qll~i fatti che si conservano an­

.·c,he'l!yJleOtrasf-ot,mazfoni proiettive. Vo­
"Iendo"pfocedere oltre ~nche'al1aconsi­
.deraz~(jne di' prQpriètà metriche" si do­
vr~:bbèrointrbdlirre q{j.este ,ulflmeiip­

, p.u.nwcDrn~relazionì,rjspetto a'l ceréhio 
U'nm:~ario,all'm.finito. Il proc~sso d'i­

'çl~.e cosìcornpletato è di tap.tamaggjor ' . 
i~p6ita~~aper le, considerazioni qui 

· ~spo~te.,)nqU<lJlt0 che è possibile di co~ . 
'stru~reunahalogo edifìziò ,ge0metrico 
, secendo lO"spidto diciascun0 dei sin-' 
.golimetod{ ~h'e .ancota·tr'ai:teremo. 

~'" La, ~~r6hia più eSI~a che coirwende anche has.fo~· 
·� Il}!tzlom Imm~19J:lane tud~HoS1'AlIDT messa a bllSé solo 

nei 'iUO,i «Beiiriige zur ,Oeo,;iefri~ derLage» .. 

§4•. Tr~sp,9rtom~~iante rap'presenta­
~ion~. ­

Prima di proceder oltr-e nella discussio~. 
ne dei metodi geometrici chesi presen­
tano accanto ,alla geometria elementare 
e alla proiettiva, svilupperemo in genè- ' 
rale, alcune cop-siderazioni che occorre· 
l'annO semPre'cj.i nuovo in seguito, è per 
cui le c~seaccennate finora dànn.o già 
esempi a sufficienza. A tali diScussiorii­
si riferiscono il paragrafo pr'esente e il 
suçcessivo. 
POniamo di aver esamin<tta una varietà 
A. :con un gruppo B come fondame~ta~ 
le. Se allora per riiezzo di una qualche 
trasformazione si cambia Ain un'altra 
'varietàA' ,dal gruppo B di trasforma: 
zioni di A Ìn se stessa; otterremo ora un 
nuovo ;gruppo B ", le cui trasformazio- . 
oisi rifetitanÌl0 adA' . 13: allora unprìn­
d'pio ch~ si comprende da sè, che /atrat~ 
'Utzione,di A 'cGJn .&cornefondamentale� 
ci dk quella di A,' con a base B'" cioè� 
og!1~ proprietà :çli una forma éont~nufa
 
in A rela.fivaméhte al gruppo Ì3 ne dà� 
una- della forma corriSRQodente in A '� 
'coridferimento 'alg'ruppo B'. .� 
~ia P~;r ,e,s ,A una,'retta' (punteggiata); B� 
11 gruppo ç1elletra~for.qJ.aziòniIJne<IJi;'iQ� 
numero tfè vò!teirifihito, che la tiàsfot­

, 'mano: in se 'stesSH'.·La n'ianieradi tratta­
reA è allora quella appunto che'la nuo'­
va alge.bra' chiama «·teoria detie forme 
binarie»., Ora la rett~ A possia;no rife~ 
ri,rlll ad una cònica A' del piano, me- ' 
dlant~:proiez.ione· da. un .punto cii que­
st'ul ima. Le trasformazioni lineiu'i B 

...~ 

della .retta in se s~essa dànno IUQgo al­
lora, come facilmente si prova, a quel­
l~ B! della conica in se medesima; ossia 
alletr-asformaziorii di questa derivanti 
da quelle 11neàd del piano, che mutano 
la conica 'in se stessa. 
Ma, conforme al principio del.~econqo 
paragrafo l l , è indifferente di studiare la 
geometria sopra una conica, pensandola 
çOIl1e-fi~~ii.e riferendosi a quelle sole tra­
sformazioni lineari del piano che non la 
alterano; ovvero di studiare la geome­
tria su quella conica, çonsi:derando in 
generale le trasformazioni lineari del 

,piano, e lasciando variare assieme ad es­
se la conica stessa. Le propriétà Che 
scorgevamo nei sistemi di punti sulla co­
njca sono·allora proiettive nel' senso or­
dinario. Annodando quest'ultima con­
'siderazione al risultato testè ottenuto 
abbiamo du:n;q.ue: . .,
La teoria delle forme binarie e la geo­
m(!triaproiettiva dei sistemi di punti su 
di una conica sono 'la stessa cosa' ossia 
ad oini proposizione su[:[e form~ bina­
rie ne càrriSponde·una sopra questi si­
stemi di punti" e inversamenté2 

• 

Un altro esempio atto a render più evi­
d~n!équesto genere di çonsiderazioni è 
il seguente. Mettendo ÌÌ1 relazione una 
qù'adrica con un piano col mezzo della 
I?rOie;z:ione stereografica, otteniamo su 
q~ellasuperficiè un punto fondamenta­
le: il Cetlt,ro di proiezione; e nel piano, 
due: le tracce .delle- generatrici pa~sànti 
per esso centro. Ora, si può dimostr-aré 
senz'altro, che le trasformazioni linea­
ri del piano che lasciano inalt~rati j suoi 
:chie punti fOI)damentali dànno luogb; 
per mezzo della rappresentazione, a tra­
sformazioni lineari della quadrica in se 
stessa, ma a queUe solamente che non 
alterano il centro di ptoiezione. (Chia­
m..iarilO tràsformazioni,linéari della qua­
drica in se stessa qu'elle ch'essa subIsce 
quandòsi operano trasformazioni linea­
ri eleVo l'pazio che la spvrappongOI}:O a 
se wedesima). Divengono p~r tal modo. 
ide,ntiche la trattazione proiettìva di un 
piano 'nel quale si fissino due punti co-, 
me fondamentali e quella dI una qua­
drica in cui se ne fissi uno. La prima­
qualora,.sì considerino anche gH elementi 
immagina,rii -,- non è àltro che la trat­
tazione del piano nel seI).SO dèlla geome­
t~ia elementare. Infatti il gruppo prin­
CIpale di trasformazioni piane si com­
'pone appunto di quelle trasformazioni 
lineari che ,lasciano inalterata una cop­
pia dj punti (i punti ciclici). Otteniamo 
quindi in conclusione: 
J;-a geometria elem.entare del piano e la 
iratfflzione proiettiva di una qùadrica 
con un suo puntb come fondamentale 
'sono la steSsa cosa. . 

" , Se vogliamo', il principio è applicato qui sotto una 
forma un po' più, generale, ' 
" IuveceAella, cOnica nel piano possiamo introdurre, 
con:e~al successo, una cubica gobba; e in generate nel 
caso di' Il dimensioni, qualcosa di analogo', ' 
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T~li e'~e~pi}i,po~rèbhero moltiplicare . ,..: La tèpria dellè jonrzébinçiriè' e là geo" tim,o può,J,"appreseniàre v(j,riefà a quàn~
 
,a pia~ere"3; i 'due quisv.olti furono s'cel_ , Jjletti'aproièttiva qèl piano con una. co.- ' té si vo.!~liano dimensioni; impòrta pe"� 
ti perché-ihseguito àvremq ancora, oc~ 'nica comefond,aiiìentiiìe S'Ono identicHe.' - rò' anohe di àggìurtgere che con_questa� 
casi(Jn~ di. tornlrvi s.opra:. " __ -', ,. E poiché infine, appunto I?-er l'ugua- rappres(?n,taziòneo' bisogna mettq!ejli.1� 

gli~Jlza çlelgr,uppo,-la;g~metria p'ro'ie,t-, ,'dà p.riJizaund~tertrfinatogr:ùppoa,~bq7 .� 
§,~_.. DeIraJ;bitr3rietà ne.na:sce~ta d'erre-' ~iv~ 'd~l piano cQn una conica cOfr].~ fon-se de/M trattazione della variètà, ovve­�
Jeniento' dello spazio:.erincipioditr:a­ 'darpentale'coincide coH.a,geometriame-', ro,volendo aispo,-re'a'el gl:Uppo,,'doo­
sporto di Ilesse. èè'Ol!1étrta délla-rettà. triCo-prmeùiva che si può istitui~e dei biaino poi conjormàrvi lan(Jstra infui.,:� 

piano sopra:' una 'conica,' poss-iam,6 ari~' zio,!e geo~etl'ic({;,-:- Se~za q~,est:qs.spr-

Come ·elemento della rett!i\;'del'piano, che dite così: " ,vazqme S.l potrebbe: per'esl cerc~r~ un~
 
ç[elio spazio, e in· generale dì' Vna varie~' La teoria delle forme binarie-:e la geo- i~pprésèÌ1tazionèd,f;l1il' geo.1Jl~trìa. della.� 
tà da esaminare PA~s;ialJ?:0pren~ere, ìn metria metrico-proiettiv.çl genera,le nel retta: rielmodo 'segll'eMe,All~rett~si at~ ­
luogo del 'punto, qualunqtie- forma con- piano sono la stès,sacosa. . ' '. tribuìstolloin qYest'ultirti~seLcoord'i-:� 
'tenuta nèfla varietà stess'a: il gruppo di In luogo della conìca Rèl piaJ;lO' pqftem- ,nate; e altrettanti coeffiçi~nti ha lacQ­
punti, 'eventmil:fuertte'la cmva, la super- ma introdurre nella consideraiione pre- nica nel:piimo. Immagi.n<:: ~ena g~o:me-

"fide, ecé. Non~ esserid,ovi à primi nupa cedente una cubìca ,gobba n'èllò s'pazio, tria della retta sarebbe dunque la gè6- . 
,affatto- di· fisso iùtòrrìo al numero di Pt!- ecc., ma non stàremò.:a sviluppare ,que- inetria in un sìstema di cduiche sépa,ra-' ~ ;.� 
rame:tri arbitrarii,da~Gui tali'forme si vo- sto conçetto, La connessione qui stabj_ to da:I complesso:dç:llé conIchè di u~p.ra~ ,� 
gliono far d,ipen,d,ere; la re,tta, il p,iano" lita fra la,- geometria '<:leI pian,~o e;poi_'del- no in~iante una relazione' q.ùa'd-tatica� 

'tra i coerfiCienti. 'Ciò sta bene fipché PQ"
lo spazio, ecc. appariranno, a secorida lo spazipo di una v,metà comunque este- niamo come'gÌ'l1p-.p·o fon.dàmentale det­
,della scelta: dell'el~mento, come ,varietà sa non bosùhùstéessenzialIIÌéritè .altro la geomètria piana;ilco.mplessci,dfimtl~
 
a quante si:vCigliano dimensioni. Mafin- che il principìodi tra.$porto proposto dà. 'tamenti rappresentàti.dalle trasforma­
tanto' cheponl(lmO a base della t,:atta- HesSè ~BQrchar'dCs Jpurmi.l, VoI. 66). zionJ lin~ri dei;cp~ffidenii della,coni"� 
zione Mometrica uno s-tessQ gruppo di Un esempio molto affine l'abbiamo nel- ça, che, tr<lsfon;nano il) ~e. ste&.$.a l.a,Ie1~-
trasformazioni~ fl (!,Qntenutoi]ella Geo- la g!=ometria proiettiva dello spazio, ov- zione di con'dizione qu~d,ditica. Ma se.� 

-metTia rimane inalterato; ossia ogni teo- vero', iIi altri.Ìenl1iiil, Qena -teQria 'dene cì atteniamo alla trattazione èleinénta~
 
renia ottenuto adOt1andoun cetto ele- forme 'quaternàrie. ASS:(lmendò ta retta rè o a quèlla pf6iehiva dell~geom'€trìa
 

','meritò dello spazio è anche un teoremacomeelenieIifodeHbspazio, e attribueu: piana, non,al!biamn irilln,<!giney~iufta; 
•_<lual()ra se ne Fldbiti un altro qualunque; dole, come si· fa nelià·'geometriq della La Seconda.os-!ì,ervaziòne si nfedsGe,al­
sfcambiano solamenteJ'ordine dI col- retta"sei coordinate offiGgenee, fra cui la nozione"seguente, Sia, dJtto~nello sp~:
 
legamento delle pnrposizion( passa una relazione, di:,condizione qua- zio un ,gnù;>po qualmi(l'uè~ 'pef és. -il� 

. J/ esse)J.ziale è d\lnque il gruppo di tra- dratiGa, le collinea.tioni e reciprocità' dei-- gruppoprihcip'àle. Si séelga una qual:� 
sformaziOni; il riumero ,di d'mensioni lo spaziò appaIono siCcQme, quelle 'tra- ' chefòp;na'dello spazio., eper~:s.. U;tl p'unc, _,� 
chevogliam(l'attrH?,uire alle varietà ap- sformaziohi; 11neariAélle sei' variabili to~,un_ai:ètta,p anché'un,:ellis:soide, e<;:_G:•., "',� 
pare CGIDe J quakasa ,di secondario.' supposte indipendentj, che ,trasformano e le si applichino ,tl}ttde tr;asfoflJlazio-" '� 
çollegando quest'osserva'Zione al prin- in Se stessa Ia relazione 'di, condizione. .,ni del gruppò prindpàle: Si ottiene così� 
-cipio del paragrafo pt~c~dente, si 6ttie- . 'Appli~ndo; :cO'Rsidéràii'oni analoghe a 'una varietà pit'Ì va'h,e estesa;conùn:rig:� 
ne una, serie' ,di belle applicazioni, alcu- quelle teste svjiuppate, ottenianio da ci<) .mero di 'dùuensioni uguale, -in','g'é,aera­
ny delle quali noi svilupperemo, perché ia ProP9~i].ioQ~ s<::gll~nte': le, a quello dei,patàmetriafb'ìtr~riVcon~,
 
tali eS,empi sembrano più adatti che ogni La te'oda de{!eforme quaternarie çoin- tenutinel.gruppo;inferiore:Rer.ojn,:t>~si
 
·lunga spiegazione, a stabilire il signifi-_ cide colla d~tilrminqzio,je metrica pio- particolari.. 'Qllarido .ci.o~ l~-'forma scelta'� 
cato della cònsideraziorte general-e. iettiva il?, una vatietà ,rappresentabile ip origine al;Jbia là proprietà é1hnùtaÌ i� 
La geometria proiettiv.a sulla ·retta (la con sei variablliomogeflèe.7 . in se'stessa mediante un: ntim~roinfini:::
 
teoria delle forme binarie) equivale, in Per una: più.:.mi'nuta eSP0sizion~ di~un ta- to di tr~formaziolJ,Ì del'gr1JPp~.·iAçI>0gni
 
forza del paragrafo precedente, alla. le concetto, rinvio ad, una memoria çhe . varietà. così generata diamo, in' relazio~"
 
geometria proiettjva sulla C:onicà.' Su' comp,ariràfra poc'on~t Math. Anp.alen- !.ie al ,gruppo ,geneHit0r~ )luome" d. ' .� 
quest 'Ultima €Onsidei'iamo ora' come "(voI. VI) «Uebet die:§ogen~nn'te:Nichte' corpo 14. Ora ~e vogliam() 'c.oilsidér;:u'f ,l<J� 
elèrrieht9, in luogO' del punto, la coppia EuMidischeGèd,mi!tfie,[Z]Vfflte A,b'han- , wazio(seconoq lo spiritode1 :,grUPP0; e� 
di punti. M~-il complesso d~lle coppie ~dlung]})[.. ;r'" ;',. nel tèmpo stes,soa$s,un:rere-deJèrpiinate'_� 
di punti 'qi,ùn~ conica si può:rifer-ìr;e al - Aggiungep:;' ,al1;l-spiegazioIll, :precedenti forme c9tne elementi,dello "S.P~-Zi0'; s~n--

"sistema delle rette ,deL piano, facendo altre due.9sserva,zh»)~i, dep:eq);l~U,a'prj- :iii che cose equiva1~nti in quelsensCl vene '­
cotrispC5~dère ad ognlfetta la coppia di ma è bensì già itnplicitamente coritemi- gapo r:ip·presehtat~inJri:Òdodjve'ts~/4o.,-:-::;., ,." 

'PUnti in cui eSsa tag-li,(Ht tonica steSsa. taneUe cose'detti:i fihòra,hIa vuoI esse- ,Vremo ''evidentemente. sc.eg1fèie ,glI' et ." ~ ,'f, ,,~_ :' 
Med,iailte questa' ràppres~ntazione 'le r~ pi]Ì sviltippaii, perché Ya:r.gomento , mèn,ti dello)pa;ziom. rf!odO é#o 'la'~or.o .' '/., c .. 

trasforma'ziònilineaiì'della conica in se cui si riferisce vasoMetiò facìhnente a '. vr:riet~ c.o$ti«U'i,sça eSSf! $~~§atLn.-:c.orlib, j 
, . stessa dànno ,luOgo -a ql1:eUe ciel piano malintesi. -, ' " . "ovverQ possa ciecon;por$.rtlJ. cq,rPJ2 t .l.-, 
~ (rigçtto), i;hda la$ci~n9 iI1alte:rata," 'Se-. ltitniJduè~ncdo fO;Hneq.ual].:lnqu~_C011l~' [,j,;l'."lll1'tdlf di A11i(eiJ1aliea; Il; if i88')~]' 
~ ~ondo ~rf2è Poi ìnditfeiei)t~-di ço,nsi- dem~nti dcllo spa,zi'o;qÌ1~sto P'1.lÒ acgui- : .[A(:ufI~ dd~Df.id Ma;~hj} , 
'derare 'solo Il gfuppo'diqueste ultime, state quante:sj voglia;no' dimensiqnL Ma' , ' ',.' .,. 
,·traS'f()1dtl~ziQfl,i:oppure il ccimplesso' di ' se ci atte:niarriO all1}etoqo di itFtttazio,-' 
~,utte q~eil,e:linj::ati 'dél ,piano,' aggiungen-, ne"~ n0i ))i4 fàinigJ.i<;U"e. (quello elenien­

,.do volta,per volta la coniea data alle fqr'" ' rare o quello, proi'ettive),; 'allora ilgtup­
'. hfe del p1~O clie çlÒ.bbiamqe.s~rriinare, pO ohe dobpiamo,-assumeJ,"e.cqme fòn~ 
"~i1ineric!.~ 'tutte A11este con~iderazi9Ì1r,,',' " 'daTent<il.e .l'~r la v'~ri~ià a più' ~.m.e~s.iQ; 
tibbiamo: - fii ciè datò a prioti,'ed è~ppuntorisp~f-

tivamen~eil gf~PPO prinCipa,Je; ,(1 quello.' 
"d~lle trasform:azioni·proiettive. Volen~ 
done' 'aSSumere uo'altrò, ·dovremmo 
uscire'tÌSp; da\Fil1tuizioneélèh:lentar-e Ò 

rdacruella ',pr:oietti-Qa. Adunque,se'è ve~ 
_-1'0~.t.\e,-,midJanteùna sc~lta, cQnvenien-" ." 
,'. te ~elFelemento Gello spa,zio,quest'Ul· 

..... . . -. ~~ f ".' • ... 
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