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Nota di CARLO FELICE MANARA 

PresentatA, dal m. e. Oscar Cbisini 
(Adunanza clell' 11 marzo 1954) 

Sunto. - Si classi6cano le trn.sformazioni piane di Jonqnières di 
tipo ciclico e se ne danno le forme canoLÌche. 

§ 1. - Scopo del presente lavoro è la classificazione e la l'i· 
duzione a forma canonica dei gruppi ciclici finiti di t.rasforma­
zioni piane di J onquières. 

I gruppi finiti di trasformazioni piane birazionali sono stati 
oggetto di svariate ricerche da tempo: per tacere dei classici lavori 
del Bert,ini sulle involuzioni piane, ricordiamo che S. Kantor C) 
ha classificato i gruppi finiti di trasformazioni cremoniane piane; 
la sua analisi venne poi ripresa e perfezionata da \tViman in epoca 
successiva ('). 

Tuttavia le classificazioni date da questi Autori non possono 
esser dette complete, almeno per quanto riguarda i gruf.'pi ci.clici 
di trasformazioni piane di Jonquières,anzi il Wiman dà un enun­
ciato in cui non rientrano alcuni tipi che abbiamo ritrovati nella 
presente trattazione n; inoltre questi. Autori non si sono posti 
il problema della riduzione a forma canonica delle trasformazioni 
studiate; se lo è posto T. Turri in un recente lavoro sull' argo­
mento (') ma ha dato degli enunciati inesatti per essersi tra 
l'altro lasciato sfuggire alcuni casi. 

(') KAN'l'OR S.: P?'emie?'s fondements por une théo?'ie des transf01'­
mations péTiodiques univoques. Atti R. Ace. Sci. Napoli (2) 1 (1838). 

(') \V1MAN A.: Zur Theorie de?' endliche Gn~ppe von binltionale 
T?'ansf01'mationen in de?' Ebene. Math. Ann. 48, 195 (1897). 

(3) WIMAM A.: Loc. cit., pago 205, 
(4) TURRI T.: Sulle 1?'af01'mazioni piane cicliche di De Jonquiè"es, 

Rend. Semino F,tcoltà Scienze Univo Cagliari, 18 (1948). 
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Ci è pal'SO qui od i opportuno occuparci dell' argomento per 
dare una classificazione di tutti i possibili gruppi ciclici di tra­
sfonnazioni piane ai J onquières assegnando insieme le loro forme 
canoniche. 

In' tutta la presente trattazione indicheremo sempre con T 
una trasformazione piana ciclica di Jonquières e con n il suo 
periodo, cioè·il minimo intero per cui si Ìla: 

T" = 1. 

Indicheremo 'poi con S il centro del fascio di rette invariante 
per T (e quindi per tutto il gruppo da essa genHrato). 

Infine, dato un punto P di coordinate .'1'0 ed V", indicheremoo 

con P, (XI' YI)' p. (x" Y2) ... PII t (XII-t, Yu-ll i suoi trasformati 
mediante la T, la Ti ... la T"-l, rispettivamente; questi punti 
sono ovviamente tutti distinti tra loro se P o è generico; diremo 
al solito che i punti P o P

I 
... P u- t formano un ciclo per la tra­

sformazione T. 
La tmsformazione .T subordina nel fascio invariante di rette 

di centro S uua proiettività 0, che nel nostro caso è 1,ure .ciclica. 
Indicheremo il suo .p.eriodo con s; questo nUlliero, come è ovvio 
e noto, può essere l'unità, oppure uguale ad n oppure iJ1""pne un 
di'visore proprio di Il. Noi classificheremo anzitutto e ridurremo 
a forma canonica le trasformazioni per cui è s -:- 1, ossia per 
cui la proiettività (J è l'identità (§ 2); poi ridurre.mo a forma 
canonica le trasformazioni per cui è s = n, dimostrando che esse 
posseggono nn fascio di curve razionali invarianti e quindi .sono 
cre.monianamente equivalenti alle precedenti (§ 3); infine studie­
remo e classificheremo quelle kasformazioui per le quali s è un di­
v'isore proprio di n (diverso cioè .da .n stesso e dall' unità), carat­
terizzando q.uelle tra esse che sono birazionalmente equivalenti 
alle precedenti e quelle che non lo sono (§§ 4, 5, 6.). 

§ 2. - Sia dURque anzitutto una trasformazione piana.T di 
Jonquières, ciclica di periodo n, subordinante l'identità sul fascio 
di rette S. Potremo sempre supporre di avere operato una orno­
grafia in modo che il centro S del fascio di rette' unite sia il 
punto improprio dell' asse,delle Y di un sistema c:artesiano. Allora 
su una retta del fascio.S passante per un puuto generico p.(x., Yo) 
del piano la T subol'dinauna proiettività ciclica .(x ) di periodo n,o
proiettività che di·pende chiaramente soltanto dal valore X ed io 
cui plluti uniti (certamente distinti) saranno da noi chiamati U e V. 
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Conviene distinguere due casi: qu"ello (in cel'to mod'o da ri­
guardarsi "come generico) in cui 'è n >"2 e quello in cui è n = 2. 
Poniamo anzitutto che sia n >~. Sussiste allora il seguente 

, LI';MMA. La trasformazione '1' ammette 'una curva di punti 
uniti spezzata in due curve raziònali, unisecate dalle rette del 
fascio S. 

Infatti consideriamo i due punti U e V uniti per la proiet­
tività 7:(.17

0
) subordinata dall-a T sulla rM.ta x = x o' 

.Se al variare della retta nel fascio S i due punti U e V 
descrivessero una unica curva irriducibile, sarebbe possibile far 
descrivere al punto indice del ·valore x nel piano della variabile 
complessa x un cammino chiuso, partente dal punto x o, in modo 
che al ritorno i punti U e V risultino scambiati tra loro. Ma 
allora la proiettività 1: (xo) risulterebbe al ritorno scambiata nella 
sua inversa, come si verifica facilmente quando si ricordi che, 
indicate con u(x ) e v(x ) le ordinate di U e V ed indicata con E 

una opportuna radice n-esima primitiva dell' unità, la suddetta 
pl'oiettività può essere scritta nella forma: 

o o

Cbiameremo u e v le curve descritte dai punti U e V rispet­
tivamente al variare della retta x = X nel fascio S. Dunque nelo 
riferimento scelto, la u è rappresentata da' una equur.ione del tipo: 

u = la(x) . y + b(x) = O) 

dove ,a (x) e b (x) -sono dei polinomi nella x; analogamenttl la 
curva /} è rappresentata da una equazione del tipo: 

v = (o(x) . y + d(x) = O) 

dove ancora c (x)·e d (x)' sono 'poliuomi nella x. 
Operiamo ora nel piano trasformazione birazionale El data 

dalle equazioni: 

\ X=x 
e = . a (x) . y + b (x) 

( Y = -;(:r) . y -+ d(-;;f . 

Essa trasforma la cui'va u nella retta di equazione Y = O e 
la curva 'I) nell' intorno .del punto improprio dell' asse delle Y. 
PeTtanto la trasformazi6ne T = e-l T El, trasformata di T me­
diante la El, subordina s'u ogni retta di equazione X . X unao 
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proiettività ciclica di periodo n avente come uniti j valori zero 
ed infinito della Y; ricordando le equazioni canoniche di tale 
proiettività potremo concludere che la T è una omologia ciclica 
avente le equazioni: 

T . (X, = Xo 

~y,=eYo 
dove e è una radice n·esima primitiva dell' unità. 

Potremo quindi concludere l'analisi fatta fin qui enun­
ciando il 

TEOREMA 1. - Una· trasformazione. di Jonquières ciclica di 
pel'iodo n > 2 che ammette un fascio di rette unite è birazional­
mente identica ad Ulla omologia, ciclica di ordine n, di equazioni: 

IX, =Xo 

(Y, =eY 

e proiettivamente identica ad una trasformazione di equazioni: 

~ a(x,) .y, + b(X,~l eXOa(x.)yO + b(x )o

(C(X,).y,+d(xJ c(xo)y,+d(xo) 

che assumeremo come forma canonica. 
Sia poi in partico]~re n = 2; in questo caso uon vale il ra­

gionamento che abbiamp fatto sopra per dimostrare che i punti 
U e V devono descrivere due diverse curve al variare della retta 
nel fascio S. Infatti in questo caso la proiettività subodinata da 
T sulla retta generica x = X o è una involuzione che coincide con 
la propria inversa. 

Pertanto, oltre alla trasformazione che si ottiene come caso 
particolare dalla precedente facendo in essa n = 2 e quindi 
E = - l, si ha in questo caso anche la seguente: 

yof1(xo) + ì'(Xo) 

Yo "(xo) + f1(xo) 

dove "(x), {J(x) e ìl(X) sono polinomi nella x. In questa trasfor­
mazione i punti uniti stanno sulla curva iperellittica C): 

(5) Qui e nel seguito usiamo la espressione «curva ipere!littica. 
nella sua accezione più vasta di «curva che possiede (almeno) una gl. 
effettiva •. 
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(2) y' a(x) + 2 y f3(ce) + y(ce) = O 

la quale è irriducibile non appena il polinomio: 

A(x) = {J2 - a)1 

abbia qualche radice di molteplicità dispari. Ora mediante la tra­
sformazione El data dalle equazioni: 

X = ce' 
El -­ }~ = Y = a (ce) . y + (J(x) 

la curva (z) può essere ridotta alla forma canonica: 

Y' = F(X) 

essendo F (X) un polinomio nella X; di conseguenza la trasfor­
mata della T mediante la El risulta essere in questo caso della 
forma: 

~ Xl = X. 

~ Y l Y. = F(X.). 

Possiamo quindi concludere 1'analisi svolta -fin qui enun­
ciando il seguente: 

TEOR,B;MA II. - Le trasformazioni di Jonquières cicliéhe a 
periodo 2 che ammettono un fascio di rette unite sono di due tipi: 
una trasformazione del primo tipo ha 'curva di punti uniti ridu­
cibile e si ottiene come caso particolare di quelle di periodo 
maggiore di due; una del secondo tipo è essenzialmente distinta 
dalle precedenti ed è birazionalmente equivalente ad una tra­
sformazione avente la forma: 

che assumeremo come forma canonica. 

§ 3. - Sia ora una trasformazione T di Jonquières ciclica di 
periodo n che subordina sul fascio S invariante di rette una 
proiettività ciclica di periodo n.(J 

Un classico ragionamento dovuto a Nother permette di rico­
noscere che in questo caso esiste un fascio di curve razionali in­

. varianti per laT ed unisecanti le rette del fascio S fuori di S. 
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Ora è sempre possibile portare, con una trasformazione bira­
zionale, queste curv,e in rette e pertanto è possibile con la stessa 
trasformazione rldurre la T ad- una trasformazione avente un 
fascio di rette unite, e quindi ricondurre questo caso al prece.dente. 

Il ragionamento a cui accennavamo sopra si deduce facil­
me.nte. da quello che ~L Nother svolge. per dimostrare un suo 
fondamentale teorema che afferma. la razionalità delle superfici 
che cgntengono un fascio razionale di curve razionali (6); preci­
samente la dimostrazione si ottiene parafrasando gli analoghi ra­
gionamenti che valgono a ridurre a forma canonica le trasforma­
zioni T a periodo due, InverQ si consideri una superficie (/) i cui 
punti siano in corrispondenza biunivoca con i cicli P P, ... P n - I · o 
della T i su questa superficie esiste un fascio razionale di curve 
l'azionali, precisamente il fascio di curve che corrispondono ai 
«icli di 1~ rette del fascio S corrispondenti nella o e nelle sue 
potenze. 

Ognuna di tali curve è razionale perchè i suoi punti sono iu 
corrispondenza biunivoca con i punti, di una retta del fascio S. 

Gl'a la superficie t1> contenendo un fascio razionale C di curve 
razionali C è essa stessa. l'azionale - per il teorema di Nother 
sopra ricordato ._- e pertanto si può costruire sopra di essa un 
secondo fascio lineare di' curve K razionali ed unisecanti le C.' 

Giò posto, alle curve K corrisponderanno nel piano in cui è 
data la trasformazione T delle curve invarianti; esse costituiranno 
un fascio ed intersechl.lranno ogni retta del fàscio S in un sol 
punto variabile fuori di S secando' inoltre le rette appartenenti 
ad un ciclo della proiettività o in punti appartenenti ad un ciclo 
dèlla trasformazione T. 

Si noti che in questa dimostrazione ha fondamentale impor­
tanza l'ipotesi che gli n puuti costitUenti un ciclo della T stiano 
su n rette costituenti un ciclo della proi~ttività o del fascio S, 
cosicchè su ogni retta stia un solo punto. 

Pertanto questo ragionamento non è applicabile al caso in 
cui il periodo s della Cl sia minore di n, di modo cIle su ogni 
retta di un ciclo della Cl stia più di un punto appartenente ad un 
ciclo della T. Possiamo pertanto concludere l'analisi svolta in 
questo paragrafo enunciando il 

TEORgMA III. - Una trasformazione T di J onquières, ciclica 
di periodo n, la quale subordini sul fascio invariante di rette una 

(6) N-OTHEJR M.: Uòe?' Pléichen, welche 8chum'en rutionale?' Cù'?"ven 
besitzen. Math. Ann, 3 (1871). 
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proiettivita avente lo stesso' periodo n, è birazionalment'e equiva' 
lente ad una trasformazione·di Jonquières la quale abbia un fascio 
di rette unite. 

È appena necessario enunciare il 
COROLLARIO. - Ogni trasformazione T di Jonquières' ciclica' 

avente un periodo n clre s'ia un numero pr'imo è birazionalmente 
equivalente ad una omologia ciclica di periodo n. 

§ 4. - Sia ora T una trasformazione ciclica di Jonquières di 
periodo n la quale subordini sul fascio S (invariante) una proiet­
tività' (J (ovviamente ciclica) il cui periodo s -sia: un divisore pro­
prio di n; poniamo: . 

n=vs C)'. 

Ora la (J a-mmette due rette unite distinte che, con, unA. tra­
sformazione. proiettiV'a, potremo sempre pOlotare' nella retta di 
e'quazione x = O e. nella retta impropria di un riferimento car-, 
tesiano. Conveniamo di indicare, qui e nel seguito" con '7 una 
radice s-esima primitiva dell' unità: Pertanto in questo-riferimento 
la (J risulta espressa dalla equazione: 

Consideriamo ora' la trasformazione T, =.T"; essa è ciclica di 
periodo nl-s' = .,,' e l lascia' ferme tutte le' rette del, fascio S; Per' 
tanto essa ricade sotto la discussione. che abbiamo dato al § 2 
delle trasformazioni di questo tipo; in paJ·ticolare essa subordina 
su una retta generica x = X una proiettività' ,,(x.) ciclica' dio 

periodo nls = 1'. Inoltre la T, = Ts è invariante per la T. Ne 
consegue che la T porta la proiettività ,,(xo) subordinata dalla 
T, su una retta generica x = X o nella proiettività ,,(x,) subol:' 
d inata dalla stessa T, sulla retta corrisponden te x = x, = '1 :ço' 
Sussis te in particolare il seg\lente 

Li!:MMA. - La T porta i punti uniti della 't', (aro) nei punti uniti 
della ,', (x,). 

Sono ora anche qui da distinguersi due casi ,: quello in certo 
senso generico, in. cui è l' > 2 e quello in cui è 11 = 2. 

Poniamo anzitutto che sia 11 > 2; allora:m una retta gene· 
rica del fascio S la T; = Ts subordina, come abbiamo visto, una 

(') I casi trattati in questo pal'll,grafo e nei seguenti sono sfuggi ti 
all'Mtellzione eli Turri, il che ha condotto questo A. a elimostrazio~'j 

fallaci e ael euunciati inesatti. ' 
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proiettività ciclica di periodo ~, avente due punti distinti U e V 
i quali' - a nonna della discussione svolta al § 2 - descrivono 
due curve razionali distinte: u e v rispettivamente. 

Potremo anche qui scrivere le equazioni delle due curve 
nella forma: 

u = Lv . a (x) + b(x = 0l 
v _ Iv. c(x) + d(x) = 01 

e considerare la trasformazione e,data dalle equazioni: 

(X=x 
e = )Y _ v· à (x) + b (x) 

l - V. c(.':r) + d(x) 

che muta la curva u nella i'etta Y = O e la curva v nell' intorno 
del punto improprio dell' asse Y. 

A norma del Lemma sopra enunciato si danno ora due pos­
sibilità per il modo di agire della T sulle due curve u e v, e 
precisamente: 

a) ognuua delle due curve u e v è invariante per T 
oppure: 

b) la T scambia tra loro le curve n e v. 
Discutiamo separatamente le due ipotesi: 

a) anzitutto poniamo che ognuna delle due curve u e v 
sia invariante per T. Si ha allora che la trasformazione: 

T=é)-lTe 

trasformata di T mediante la e, ha la retta Y = O come retta 
unita e pertanto ammette la forma analitica seguente: 

~ XI = ?]Xo
(3) t Y, = {)Yo 

dove {) indica una radice n-esima dell' unità tale che ()S sia una 
radice. p-esima primitiva dell' uni tà, 

Infatti a priori () è una funzione razionale di X., che am­
mette quindi una espressione del t}po: 

a. + alX. + ... + arXo"
(4) r? (X.) = --=--'-::--':::=--''-:---''c--=:-::--'-­

bo --r blXo+ b.X: + ... + bl"X.r 

Ma ricordando che la 1'8 deve avere la forma analitica: . 

(5) 
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trovata sopra al § 2, si deduce che deve essere: 

e di qui, con facile verifica, si ha che nella espressione di lJ 'data 
dalla (4) deve essere: 

a, = a. = ... = a,s = b, = ~ '" = o. 

Si ha dunque che lJ è una costante e, ancora dalla (6), che 
deve essere ,~s = 1':. 

b) Supponiamo in secondo luogo che la T scambi tra loro 
le curve !l e v; allora la trasformazione T = e-I T El ammette 
la forma analitica seguente: 

~Y, =')X. 

tY, = K(Xo)/Yo 

dove K(X ) è una funzione razionale del suo argomento.o
Teniamo ora conto che, avendosi n/s > 2, la 1'8 deve avere 

la forma (5), e consideriamo la trasformaztone T' = T l '1'8 T tra­
sformata della 'rs mediante la T; questa è ovviamente coinci­
dente con 1'8 e d'altra parte, a calcoli eseguiti, essa risulta della 
forma: 

_ ~ x' = x./ =T 
yl = yo/e. 

1 
Perchè sia T' = 'fs deve quindi essere e = -; il che è possi­

,e 

bile soltanto se t: è radice quadrata dell' unità, contro l'ipotesi in 
cui ci siamo posti, che sia maggiore' di due il periodo y = nJs, 
della trasformazione T. 

N e 'loncludiamo che è possibile soltanto il caso contemplato 
nella ipotesi a); pertanto la 'T risulta cremonianamente -equiva­
lente alla omografia: 

~ X, = ')X.
(7) 

(Y, = lJYo' 

Ora esistono certo due numeri m ed mI primi tra loro, tal i 
che sia: 

ed el~minando lJ ed ') tra questa equazione e la C:7) si ottiene: 
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Del sussistere di questa equazione si deduce che ogni curva del 
fascio: 

(8) 

è invariante per la T e quindi per l'intero gruppo generato da 
essa. 

Ora le curve del fascio (8) sono chiaramente razionali e 
perciò' trasformabili nelle rette di'un fascio mediante una trasfor­
mazione"cremoniana' H; pertanto la trasformazione €l. H muterà 
la T in una trasformazione avente un fasc-ìo di rette unite. Quindi, 
a conclusione dell' analisi svolta nel presente paragrafo possiamo 
enunciare il: 

TEOREMA IV. - Se una trasformazione T di J onquières ciclica 
di periodo n subordina nel fascio invariante di rette una proiet­
tività di periodo s tale che n(s > 2, essa è birazionalmente equi­
valente ad una trasformazione di Jonquières che ammette un, 
fascio di rette unite 

§ 5. - Sia infine l' = 2, cioè sia T una trasformazione ciclica 
di Jonquières di periodo n che subordina sul fascio inva.riante S 
di rette una prietti vità ci clica' o di periodo s, con n = 2 s. 

È ovvio che si possono ottenere trasformazioni soddisfacenti 
a queste condizioni assumendo dei casi particolari opportuni delle 
trasformazioni sti.ldiateal paragrafo precedente. Esistono tuttavia, 
come vedremo subito, delle trasformazioni che non si possono ot­
tenere in questo modo. 

Per dimostrarlo consideriamo anche in questo caso la. tra­
sf.Jrmazione Ts; essa è involutoria, avend~ periodo 2, e verrà da 
noi indicata con ~, avendosi quindi: 

con ~2 = 1. 

Supponiamo ora che la ~ possegga nna curva eli punti uniti 
cp iperellittica irriducibile. Potremo sempre pensare di aver ope­
rato una trasforma:qione cremoaiana tale che la <p sia. rapprentata. 
da una equazione: 

duve_il· p,olinomio F possiede radici tutte semplici .ed ha l"unità 
come coefficiente del termine di massimo grado in x. 
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Di conseguenza la ~ avrà le equazioni: 

(9) 

Sia ora P un puuto generico della curva q) e quindi un puntoo 
unito per la ~; esso avrà coordinate X o ed Yo =l"F(xo)' 

Poichè anche in questo caso ovviamente la ;j è invariante' 
per T, il punto P, con'ispondente di Po in' T apparterrà alla 
curva q' e quindi avrà coordinate x, = l1xo; .1/ , = lIF(x, ), essendo 
iF(x,) = jlF (/1 X o) un ben determinato valore della funzione alge­
brica il<' IXI ). 

Ora questo valore deve dìpendere solamente da X o ed Yo e 
di conseguenza, ogni volta. che. X o descrive. sul p,iano della 'varia­
bile complessa X un cammino diramante per la funzione l/F (xo)' lo 
stesso deve avvenire per x, = l1X•. 

Possiamo quindi Qnunciare il segnente 
LEMMA. - Il gruppo delle radici del polinomio F (x) è mutato 

in sè dalla proiettività o ciclica di or'dine s, di equazione x, = 1'/:r •o
Tenuto conto delle proprietà del polinomioF(x) (radici tutte 

semplici, coefficiente del termine di massimo grado in ugualeIX) 

all'unità) deduciamo che si possono presentare per il polinomio 
F (X') due soli casi: 

a) è F(x) = (XS - aJ (x' - a 2 ) ••• ({.es - ar); 
con i numeri ((," a 2 , '" a r tutti diversi tra loro, oppure: 

b) è F(x)=x. 
Discutiamo separatamente le due ipotesi. ConsideTiamo anzi-, 

tutto il caso a) in cui è: 

F(x) = (Xs - aJ (X" - a,) '" (X s ~ a r ) , 

e di consegll enza si ha: 

In base a qnanto precede possiamo asserire che la T deve 
avere la espressione seguente: 

T ~u;, = ''I x o 

( Y, = F (xo)/Yo 

Inoltre per le coordinate di un punto P r (O < r <: n) appar­
nente. al ciclo definito da P o si. hanno le espressioni.: 
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~ OJ .. = '1"Xo 
se l' è pari.

?.II .. = Yo 

Pertanto, poichè Ts deve avere la forma (9), ne concludiamo 
che deve essere s un numero dispari, 

Consideriamo ora il caso b), cioè supponiamo che sia in par-· 
ticolare F (x) = x. La ~ acquista ora la forma: 

x. = iV. 
~=(10) ~ Ys = x.lyo 

e la T, invariante per ~, ha la forma: 

T = ~ (ì;, = '1 Xo 

(YI = '1 1
'2 xò/y., 

Per le coordinate di un punto P .. (O < T == n) appartenente 
al ciclo definito da p. si hanno ora le espressioni: 

~ x,. = '1 
2 x. 

?y .. = '1'!·Y.
 
se r è pari e:
 

se l' è dispari. 
Di conseguenza, dovendo la ~ = Ts avere la forma (10), deve 

essere s un numero dispari ed '1'/2 = 1; dal che si deduce che 
questo secondo caso non può presentarsi, 

Possiamo dunque concludere quanto è stato detto fin qui 
enunciando il 

TEOREMA V. - Una trasformazione T di Jonquières, ciclica 
. di periodo n = 2 s, che subordina sul fascio invariante di rette 

una proiettività ciclica a di periodo s e tale che Ts abbia una 
curva di punti uniti iperellittica ed irriducibile deve avere s di· 
spari ed. è birazionalmente equivalente alla trasformazione: 

~ x, = 'Ix.
(11)
 

?y, = F(x.)ly.
 

dove'I è una radice .I-esima primitiva dell'unità, ed F(x) è un 
poliuomio invariante per la trasformazione x, = '7 x •. 
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§ 6. - Ricerchiamo ora infine se la trasformazione T, nomi­
nata nel teorema enunciato poco fa e definita dalle equazioni (11), 
sia birazionalmente equi valente alle precedenti, cioè se essa possa 
venire mutata cremonianamente in una trasformazione di Jon­
quières avente un fascio di rette unite. 

Vedremo che ciò non può accadere se la curva di equazione: 

(12) y2 = F(x) 

che è curva di punti uniti per la trasformazione ~ = Ts, è di 
genere maggiore di zero. 

Supponiamo dunque che sia data una trasformazione T di 
equazioni: 

in cui 'J e una radice s-esima primitiva dell' unità, s è un nu­
mero ovviamente maggiore di uno ed essenzialmente dispari, il 
polinomio F (x) è invariante per la proiettività x' = '7 x. ed infine 
la curva (12) ha genere maggiore di zero. 

Dimostriamo che la T non è birazionalmente equivalente ad 
una trasformazione di J onquières avente un fascio di rette unite. 
Infatti perchè ciò accada è necessario che esista (almeno) un 
fascio di curve K razionali, non composte di rette del fascio 
x = cast. ed invarianti per la T. 

Ora consideriamo un piano II su cui sono definite certe coor­
dinate X, Y legate alle x, y delle equazioni: 

(13) . ~x=x 

tY = y + F(x)fy· 

Manifestamente le (13) definiscono una trasformazione razionale 
di indici [1, 2] tra i punti del piano TI ed i punti del piano 1< 

su cui sono date le coordinate x, .li. 

Per questa trasformazione la curva 'P del piano II avente 
equazione: 

'P = (Y' = 4F(X)I. 

è di diramazione; tale curva 'P ha o.vviamente lo stesso genere 
della curva (12). 

Ora si verifica immediatamente che la trasformazione (13) 
muta un gruppo di n = 2 s punti del piano :Il formanti un ciclo 
per la T in un gruppo di s punti del piano II formanti un ciclo 



128 C. F. :lIIANARA, 

p"8r la trasformazione T l data dalle equazioni:: 

(14) 

Sia ora K una curva del piano ]f. razionale ed invariante per 
la trasformazione T; ad essa le (13) fanno corrispondere una 
curva 'JI del_piano II pure razionale ed invariante per la trasfor­
mazione T " cioè una curva 'JI la cui equazione può essere scritta 
nella fovma: 

'JI(Xs, Y) = O. 

Poi.chè abbiamo escluso che la curva K sia composta con 
rette del fascio x = costo potremo assicurare che le rette del 
fascio X = costo secano sulla 'P una l;'l' . (con fh> O) la quale 
avrà pertanto 2,u - 2 pnntidi diramazione. 

A questa ,g'i' corrisponderà .su K una g 12!' la quale', per la 
razionalità della IC, avrà 4,u - 2 puuti di diramazione. È noto 
che questi possono provenire a coppie dalle ·diramazioni della g\, di 
'l'ed inoltre dalle eventuali b intersezioni di molteplicità dispari 
tra i rami della ·curva C)' di II ed i rami della 'JI. 

Deve essere pertanto, 

4fh-2=2(2fh-2)+ò 

da cui si trae che deve essere necessariamente ò = 2. 
Poniamo ora che .R varii in un fascio; lo stesso avverrà 

dunque della curva 'JI, la cui equazione potrà essere scritta 'nella 
forma: 

(15) 

Possono ora presentarsI due ipotesi: o le curve del fascio (15) 
non hanno ·intersezioni variabIii con la con la curva 'P, oppun~ 

esse secano su di essa una g'e con {} > O. Nella prima ipotesi 
dovrà esistere .un .valore :r del parametro J. del fascio (15) per il 
quale la curva '{f corrispondente contiene la curva cp; ma ciò è 
impossibile perchè tutte le curve del fascio (15) sono state sup­
poste razionali e di cons'eguenza 'non può una curva particolare 
dello stesso fascio contenere la cp che è stata supposta di genere 
maggiore di zero. . . 

Poniamoci ora nella seconda ipotesi, cioè poniamo che lA 
curve nél fascio' (15) sechino sulla cp una g'e con {} > O..r punti 
di un gruppo generico di tale g'(! S090 allora tutti ·semplici ; 
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inoltre, essendo la Cf' e la 'Y in varianti per la trasformazione T l 
data' dalle (14), dovrà essere fl multiplo di s; ma ricordiamo 
d'altra parte che ogni intersezionè semplice dei rami di Cf' con i 
rami di una 'Y corrisponde ad una diramazione della g' 2!' secata 
sulle curve K dalle rette del fascio x = cost., e che le dirama­
zioni di questo tipo sono due, come è stato dimostrato poco sopra. 
Anche la seconda ipotesi dunque non accettabile. Pe)·tanto, a con­
clusione di tutta 1'analisi svolta fin qui, potremo enunciare il 

TEOREMA VI. - Si dànno due tipi di trasformazioni cicliche 
di J onquières birazionalmente distinti: 

ad un tipo appartiene ogni trasformazione T di periodo n 
che subordina sul fascio invariante di rette una proiettività di 
periodo s (essenzialmente dispari) tale che sia, nls = 2 e che la 
T" ammetta una curva di punti uniti iperellittica irriducibile di 
genere, maggiore di zero; 

all' altro tipo appartiene ogni altra trasformazione ciclica di 
Jonquières. Tutte le trasformazioni di questo secondo tipo sono 
bi razionalmente equivalenti a trasformazioni cicliche di Jonqnières 
aventi nn fascio di rette unite. 
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