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Abstract.

5i avanmano aleune propoate e 8t presenta qualche spunto
per l'impiego dei piceoli calcolatori tascabili e dei com
puter di piecola potensza nell'insegnamento della Matema
tica a livello di scuola eecondaria.
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C.F. Manara

COMPUTER ED INSEGNAMENTO DELLA MATEMATICA.
Appunti sulla utilizzazione intelligente delle macchine elettroniche nella
didattica della Matematica. ~

PARTE I - La Matematica nella formazione del giovani

I - Perché insegnare la Matematica?

"Scire debet quid petat ille qui sagittam
vult mittere"

(Lucio Anneo Seneca - Lettere a Lucilio)

1. ~ Le discussioni numerosissime sulla didattica della Matematica danno
spesso ver scontato i1 fatto che questa dottrina debba essere insegnata;
forse, se sl ponesse qualche domanda che riguarda pid da vicino le ragio-
ni di questa necessitd, le risposte non sarebbero sempre semplici e chia-
re. Sostanzialmente le risposte che si ottengono di solito potrebbero es-
sere riassunte nella frase che "... della Matematica non si pud fare a
meno”.

Siamo d'accordo sulla veritia dell'enunciato, ma proprio per questa
ragione pensiamo che i motivi dell’insegnamento della Matematica debbano
essere analizzati pid a fondo di quanto non mostri la frase citata. In al
tre parole noi crediamo che, prima 4i porsi la domanda di come insegnare
la Matematica, sia bene domandarsi perch? si insegna questa sclenza. Que-
sta domanda si presenta, presto o tardi, alla coscienza 4i ogni insegnan-
te, nel corso della sua fatica; forse la domanda non viene enunciata in
modo cosciente ed esplicito da parte degli 1n§egnanti. Ma pensiamo che es-
sa venga presentata in forma pid esplicita e polemica da parte det discen
ti, che spesso e volentieri domandano perché si insegnanoc loroc tante cose,
che spesso ad essi risultano difficili e sgradevoli; e spessc pure pongo-
no l'altra domanda: "a che serve?”.

Pare a noi che non si possa fare a meno di cercare di rispondere a
domande come gueste, non soltanto perch? esse sono sostanzialmente giusty
ficate e ragionevoli, ma anche — e soprattutto - perch2 la risposta che
daremo potrd anche servire alla ricerca delle strategie didattiche pin ap



propriate ed utili, e potrd illuminare la risposta da dare agli stimoli
sempre pid numerosi ed insistenti sull'impiego dei calcolatori elettroni-
ci nell'insegnamento delle varie materie, ed in particolare della Matema-
tica, dottrina che appare la pid strettamente collegata con le nuove mac-
chine.

Se accettiamo questo punto di vista potremmo avviare una analisi ru-
dimentale e provvisoria delle ragioni che ci persuadono ad insegnare la
Matematica ai nostri figli; ragioni che potrebbero essere classificate a
vari livelli, che cercheremo di esporre qui di seguito.

Anzitutto appare opportuno insegnare la Matematica allo scopo di da-
re le nozioni indispensabili per la vita civile associata; ad un livello
superiore, lo scopo potrebbe essere quello di dare le conoscenze utili o
addirittura indispensabili per certe applicazioni e certe professioni.

Ad un secondo livello si potrebbe pensare all'insegnamento della Ma-
tematica allo scopo di far acquisire ai discenti una certa capacitd di de
scrizione, di conoscenza,di interpretazione della realtd e quindi una cer
ta abilitd nelle operazioni su di essa. A questa acquisizione potrebbe ac
compagnarsi la formazione di certe strutture mentali (nel senso analogo a
quello in cui Piaget utilizza i) termine “"struttura”); e consequentemente
anche cexto sviluppo di capacitd logiche generali.

Infine si potrebbe pensare allo sviluppo delle capacitd di matematiz
zazione e di elaborazione, alla comprensione dei procedimenti matematici,
alla comprensione della dimensione culturale della Matematica, alla acqui
sizione di una immagine adeguata di questa scienza e del suo carattere di
struttura portante della conoscenza scientifica della Natura.

Prima di proseguire nella analisi vorremmo osservare che ci. pare non
esista un paralleliasmo stretto tra i contenuti dell‘'ingsegnamento e { li-
velli di comprensione del pensiero matematico e in particolare con § vari
livelll ed indirizzi che abbiamo enumerati poco fa. Invero noi pensiamo
che si possa dare una formazione seria alla matematizzazione ed alla com-
prensione del pensiero matematico anche al livello dei contenuti della
scuola media inferiore, addirittura c_lella scuola elementare; beninteso,
adeguandosi ragionevolmente allo sviiuppo mentale dei discenti. E correla
tive.unente pensiamo che ci possa essere scarsa comprensione del pensiero
matematico e del suo significato culturale anche presso colui che manovra
speditamente, per ragiocni professionali, strumenti matematici molto raffi
nati e potenti.

Ci pare ovvio che le nozioni del primoc livello che abbiamo presenta-




to riguardino i contenuto elementari della Matematica; per intenderci,
quelli che venivano indicati quando, in passato, si presentavano cows sco
pl della scucla quelli di insegnare a "leggere, scrivere e far di conto”.
Quel "far di conto" comprende verosimilmente le nozioni di aritmetica ele
mentare che ancora oggl vengono impartite nella scuola dell'ordine slemen
tare, almeno fino a che 1 nuovi programmi non introdurranno delle nozioni
(come gquelle di probabilitd e di logica) che - a nostro parere - sono de-
stinate a confondere le idee dei discenti, dopo quelle dei docenti, che
non hanno la preparazione adequata, tanto a livello teorico che a livello
didattico.

Sulla stessa linea stanno anche le nozioni pid avanzate di Matemati
ca che formano il patrimonio di conoscenze tecniche necessarie per una
certa professione; alludiamo per esempio alle nozioni di matematica finan
ziaria, che dovrebbero formare il bagaglio professionale dei ragionieri,
oppure alle nozioni 4i trigonometria, che dovrebbero essere possedute dai
tecnici deqgli istituti per Geometri, oppure infine a quelle nozioni di Ma
tematica superiore (Calcolo differenziale ed integrale, Geometria analiti
ca, Geometria differenziale e cosi via) che dovrebbero entrare nel patri-
monio intellettuale dell'ingegnere,

Ci pare abbastanza chiaro che se lo scopo doll"inseqnnento della
Matematica, ad ogni livello di scuola, si limitasse al conferimento &1
qguesti contenuti, sarebberoc pid che giustificate le domande che si sinte-
tizzano nella richiesta "A che serve?”. Infatti, in questo ordine di idee,
potrebbe essere giustificato 1‘atteggiamento del discente il quale affer-
masse la propria intenzione di esercitare la professione per esempio &1
avvocato, e guindi rifjutasse l'apprendimento di molti di questi contenu-
ti, perché non fanno parte del bagaglio professionale specialistico dalla
professione che egli intende abbracciare.

Si apre cosl la discussione sullo scopo dell'insegnamento, sui rap-
porti tra contemuti dell’insegnamento e strutture, sul significatoc deslla
azione educativa e sul valore della formazione che la scuola deve conferi

re.

2. - L'analisi e la discussione a proposito dei fini che si possono por-
re all’insegnamento della Matematica, e quindi la risposta alle obieztoni
che si avanzano a proposito del significato e deslla utilith del suo inse-
gnamento, non nossono prescindare - a nostro parere - dalla analisi degli



altri livelli a cui abbiamo accennato nel paragrafo precedente. A nostro
parere infatti, lo scopo dell’insegnamento della Matematica non dovrebbe
limitarsi a quellc di conferire delle nozioni tecniche utili alla vita co
mune associata nei paeal civilizzatl, o alla esplicazione di determinate
professioni, In una prospettiva molto pid allargata, tale insegnamento do
vrebbe mirare a sviluppare nei discenti la conoscenza e la consuetudine
al procedimenti A3 schematizzazione della realtd, della rappresentazione
di questa mediante simboli, della deduzione rigorosa, fondata sulla uti-~
lizzazione delle regole sintattiche formali dei simboli adottati. S{ ri-~
presenta pertanto a questo punto 1'insjeme di considerazioni che abbiamo
proposto nel paragrafo precedente a riguardo del secondo livello di for-~
mazione che pud essere consentito dall'insegnamento della Matematica; pre
cisamente quel livello in cui si cerca di far acquisire ai discenti una
certa capacitd di descrivere, d1 conoscere e di interpretare la realta
con opportuni simboli convenzionali, insieme con una certa abilitd di ma-
nipolazione della realtld stessa. A queste acquisizioni si dovrxebbe accom-
pagnare la costruzione di certe strutture mentali e il progresso della ca
pacitad deduttiva logica generale.

Occorre tuttavia osservare che i1 valore formativo dell'insegnamen-
to della Matematica non dovrebbe limitarsi a questi obiettivi: uno scopo
uiteriore potrebbe essere quello di raggiungere il terzo livello che ab-
biamo nominato, ciod la comprensione del principio e del significato del-
la matematizzazione della realtd, e quindi anche della importanza della
Matematica nella nostra cultura e nella nostra civilizzazione.

Se si accettano queste idee, e soprattutto se si accettano questi
scopi dell'insegnamento della Matematica nelle nostre scuole, ovviamente
si deve anche accettare che l'aspetto del conferimento di conoscenze tec-
niche, immediatamente utilizzabili nella vita comune associata, o nelle
particolari professioni abbracciate daji singoli discenti diventa un po‘
meno importante di fronte al valore formativo che la Matematica pud avere,
se insegnata in un determinato modo. Valore formativo che apre sostanzial
mente la porta alla camprensione dello spirito della scienza moderna, la
quale & dominata dalla mentalita delia Matematica molto pin profondamente
di guanto non si creda comunemente e di guanto 1 cultori stessi delle
scienze partjcolari sianc disposti ad ammettere,

In questo ordine di idee, appare chiaro che l'insegnamento delle
procedure per risolvere i problemi matematici oggli codificati e conosciu-
ti, e -~ al limite - l'insegnare ad applicare le formule, passa in seconda




linea di fronte alla formazione alla analisi logica ed all'allenamento ad
escogi tare strategie risolutive dei problemi.

Si apre quindi in modo naturale la discussione sulla utilizzazione
delle macchine calcolatrici nella soluzione dei problemi matematici, e di
consequenza sulla opportunitd o sulla necessitd di insegnare la loro uti-
lizzazione nella scuola, magari facendo oggetto questa utilizzazione di
appositi insegnamenti (di una particolare materia da chiamarsi "informati

ca" come é oggi di moda, o da chiamarsi con altri{ nomi).



II - L'uomo e la macchina

"0 maledetto, o abominoso ordigno
Che fabbricato nel tartareo fondo
Fosti per man di Belzebil maligno
Che ruinar per te disegnd il mondo

All'inferno, onde uscisti, ti rassigno."

(Ludovico Ariosto-Orlando Furioso. Canto YX-91)

1. - Sui rapporti tra l'uvomo e le macchine che eqli inventa e costruisce
sono state scritte intere biblioteche, e non presumiamo di dire qui alcu-
na novitd; solo vorremmo avanzare alcune osservazioni, che potrebbero es-
gsere considerate del tutto banali (e che molto probabilmente lo sono) ma
che sono forse utili per precisare la nostra posizione nei riguardi dei
problemi che ci interessano.

Questi infatti riguardano l'insegnamento, cio@ la trasmissione di
un insieme di conoscenze fondate e motivate e di regole di comportamento
neil riguardi della realt3d esistente, e quindi anche delle macchine, che
fanno parte di questa realtd, e che possono servire ad agire su di essa,
a manipolarla e modificarla.

A titolo di esempio, vorremmc prendere in considerazione il rappor-
to che si pud instaurare con una macchina molto comune e di uso diffuso:
1'automobile. E' facile osservare che il comportamento di un soggetto uma
no nei riguardi di questa macchina pud prendere posto in una gamma molto
vasta: si pud avere il comportamento del soggetto che ha dimenticato il
funzionamento e le nozioni sulla costituzione della macchina che usa: egli
51 limita a fare certe azioni per ottenere certi risultati; potremmo dire
che guesto & l'atteggiamento dell'utilizzatore, cicé della maggioranza de
gli utenti della macchina. Ad un secondo livello si potrebbe porre 1'at-
teggiamento 4i chi conosce la disposizione delle parti ed i1l loro funzio-
namento.

Si potrebbe dire che, nell'utente medio, gquesto atteggiamento & gia
molto raro; comunque pensiamo che eéso sia necessario per il meccanico ri
paratore, che deve conoscere la macchina in tutte le sue parti e nei loro
rapporti reciproci.

Rd un terzo livello potremmo porre l'atteggiamento dell’ingegnere
che ha progettato la macchina; questi non soloc conosce le parti ed il lo-

ro funzionamento, ma conosce anche il perchd una certa parte della macchi



na ha una certa posizione, una certa dimensione, una certa costituzione.
Ad un livello ancora superiore potremmo porre lo scienziato, che conosce
e splega i fenameni A trasformazione della energia, fenomeni che portano
dalla enétgia chimica delle molecole del carburante e dell'aria, alla os-
sidazione (combustione) che produce energifa termica, e da questa alla
energia meccanica che provoca il movimento della macchina, e la produzio-
ne di calore non utilizzato o dannoso (a causa degli attriti).

Vorremmo osservare, prima di ogni altra considerazione, che ognuno
di questi attéqgiament.t ha una sua razionalita; infatti anche il guidato-
re del camion sa che questo volta a destra perchd egli ha girato il volan
te verso destra; tuttavia pensiamo che non vi gsia dubbic sul giudizio a
proposito del significato e della profonditd delle spiegazioni che vengo-
no date con gli altri atteggiamenti. C1d non significa che non si debba
pid insegnare a guidare i camion: almeno finoc a che le nostre abitudini
sul trasporti e suil consumi rimarranno quelle che sono ora, ci sard sem-
pre bisogno di guidatori. Ma vorremmo che si distinguesse tra l1‘addestra-
mento del guidatore di camion e l'insegnamento della meccanica e della fi
sica. Vorremmo anche osservare esplicitamente che pid i soggetti sono gio
vani e pid facilmente assimilano 1'addestramento a collegare determinati
comportamenti con determinati effetti, e quindi con i1 raggiungimento 4i
determinati fini; quindi & pid facile addestrare il giovane che l'anziano
a guidare bene un camion. Ma {1 discorso cambia un poco se si tratta inve
ce di insegnare la fisica al giovanissimo, che forse ha meno abitudine al
1'analisi profonda ed alla ricerca delle cause che non sianoc immediate.

Vorremmo aggiungere ancora che lo stadio di apprendimento, che por-
ta alla conoscenza puramente operativa del meccanico riparatore, diventa
sempre pid inutile con il progredire della tecnica. Si pensi per esempio
a quelle macchinette df cui ci serviamo woltissime volte ogni giorno e
delle quali ignoriamo quasi tutto: gli orologi.

Ognuno di noi sa leggere 1l'indicazione dell'orologio, ma la cono-
gcenza della struttura interna di questa macchina, almeno fino a qualche
tempo fa, era riservata a pochi specialisti artigiani, che sapevanc smon-
tarle e ripararle; oggi, con gli orologli al quarzo e - peggio - con quel-
1i a cristalli liquidi, la categoria degli orologiai & destinata alla spa
rizione. Sarebbe infatti impossibile riparare in un picecclo laboratorio
artigiano i circuiti stampati 41 un orologioc a cristalli liquidi: & quin-
di pid conveniente gettarlo quande si guasta, e comperarne uno nuovo.

Pertanto {1 rapporto tra L 'uomo e questa macchinetta si riduce a



quello dell'utilizzatore che non capisce nulla della struttura interna e
del fisico che lo progetta.

) E' facile csservare che si sta creando una situazione psicologica
nei riguardi della macchina che va dall'entusiasmo pid ingenuo, e spesso
ingiustificato, al timore, pid o menc oscuro, di easere sempre pid schia-
vi di queste cose che l'uomo ha costruito ed inventato e delle quali, con
11 passare del tempo, non pud pid fare a meno. Questo timore non & nuovo,
perchd gia Ludovico Ariosto poneva in bocca ad Orlando una maledizione
contro le armi da fuoco, che erano destinate (secondo lui) a distruggere
ogni valore personale ed ogni onore di cavalleria; la maledizione viene
pronunciata da Orlando mentre getta in mare lo schioppo, descritto come
invenzione di Belzebl; ma ognuno vede quale sia stata la efficacia di que
sta distruzione tentata e del giudizio negativo che 1'accompagnava.

E' abbastanza facile presumere che sentimenti analoghi vengano ori-
ginati ddl comparire delle nuove macchine per l'elaborazicne della infor-
mazione: si va dagli entusiasmi piu smaccati ai timori, spessoc non comple
tamente glustificati. Pensiamo quindi che sia giustificata una riflessio-
ne matura e serena sulla posizione che la scuocla deve prendere di fronte
a queste invenzioni, che stanno invadendo il mondo e cambjiando radicalmen
te i1 nogtro modo di vivere,.

Pensiamo inoltre che una posizione equilibrata nei riguard{ di que-
ati problemi richieda una certa riflessione sul fenomeno di apprendimento,
considerato in generale, e sul significato della rigoluzione di un proble

ma matematico.

2. - Ci siamo soffermati sull'atteggiamento nostro nel riguardi delle mac
chine perché ci pare di poter intravedere qualche anmalogia 4i questo at-
teggiamento con quello che spesso viene assunto neil riguardi della Matema
tica; ovviamente esponiamo queste idee con la coscilenza della grande dif-
ferenza tra le due posizioni, ma non vogliamo rinunciare ad esporle per
certi aspetti paradossalmente analoghi che pare di poter percepire.
Invero si direbbe che spesso,-nei riguardi della Matematica, gli
utenty si comportino come si camporta l'uomo comune nei{ riguardi di una
macchina che‘eqli stima troppo complicata per cercare di capire come fun-
zioni. In questo atteggiamento l'untente si accontenta di memorizzare cer-
ti comportamaenti, di adottare certe procedure di condotta, con la fiducia
che la struttura interna della macchina produrrd senza dubbio 1 risultati
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desiderati; ma si rifiuta 43 cercare di capire quali siano le ragioni per
cul cid avviene,

Invero, come abbiamo detto, spesso anche gli utenti della Matemati-
ca superiore si comportano un poco in guesto modo, senza cercar di capire
lé connessioni logiche che fondano il “comportamento® delle formule mate—
matiche, e considerando queste alla stregua di una macchina che fornisce
certe risposte a certe domande, senza che sia necessario capire {1 percheé.

Chi scrive ricorda di aver lungamente discusso con un gicvane ed en
tusiasta ingegnere (o futuro tale) il quale pretendeva di dover insegnare
le funzioni esponenziali nel campo complesso in una scuola professionale,
asserendo che questi strumenti concettuali sono necessari per il tratta-
mento delle correnti elettriche alternate; i1l sottoscritto si & sforzato
lungamente di fargli capire che, nei riguardi dei pochi e ristretti pro-
blemi che interessavano i discenti, era sufficiente la trigonometria ele
mentare. Ovviamente ognl argomentazione & stata inutile, e la discussio-
ne ha condotto il sottoscritto a convincersi che il giovane ed entusiasta
insegnate non avesse capito molto della teoria delle funzioni 4i variabi-
le complessa; e che in particolare utilizzasse le proprietd formali della
funzione esponenziale nel campo complesso came delle regole magiche, del-
le quali ignorava evidentemente i fondamenti. E - cid che & peggio - si
accingeva ad insegnarle come regole magiche ai propri allievi.

Pensiamo che il lettore abbia gid capito che atteggiamenti consimi-
11 sono da noi considerati come deleteri, per varie ragioni. Anzitutto
perché vanno esattamente nella direzione opposta a quella della formazio-
ne alla analisi logica ed al procedimento razionale che dovrebbe essere
lo scopo principale dell'insegnamento della Matematica. In secondo luogo
perché le formule, quando sono memorizzate e non comprese nei loro fonda-
mentl, possono essere facilmente dimenticate, lasciandoc il soggetto che
dovrebbe utilizzarle completamente sprovveduto 41 fronte al problemi da
rigsolvere.

Purtroppo siamo convinti del grave pericolo che l'impiego delle mac
chine elettroniche nell'insegnamento conduca a radicare nella mente degli
utenti la convinzione che la cosa pid necegsaria sia l‘addestramento al-
1'impieqgo délle macchine, alle quali sarebbe delegata la responsabilita
della risposta, ritenuta valida in ogni caso smenza che se ne sappia il
percheé.

Sarebbe questo un atteggiamento analogo a quello di coloro che vo-

lessero insegnare la Matematics, e la manovra delle macchine elettroniche,



came si addestra un guidatore di camion, abituandolo a collegare le cause
prossime ai risultati immedfati delle proprie azioni. Come abbiamo gid
detto, non escludiamo che sia necessario addestrare anche i guidatori df
camion; ma crediamo che l‘insegnamento della Meccanica razionale e della
Fisica sia cosa ben diversa dall'addestramento alla guida o anche della

formazione di un meccanico riparatore.
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ITY - I wmomenti fondamentali dell'apprendimento

"“Jam vero unum et unum duo, duo et duo

quatuor odicsa cantio mihi erat"

(S. Agostino-Confessiones-Lib. I Cap. XIII)

1. - Per far comprendere appieno la nostra posizione nei riguardi dei pro
blemi ché ci interessano pensiamoc che sia utile esporre qualche breve con
aidéraziane sul fatto dell'apprendimento. Le considerazioni che faremo
non andranno al 4{ 14 4i un ovvio buon senso, perché nol non siamoc psico-
logi o pedagogisti; ma pensiamo di far cosa utile esponendole, perché cre
diamo che anche il buon senso abbia diritto di parola, accanto alle paro-
le togate degli specialisti e degli scienziati.

A nostro parere l'apprendimento umano passa attraverso vari stadi,
che vorremmo presentare brevemente; in linea preliminare osserviamo tutta
via che la enumerazione che faremo non rispecchia la scansione cronologi-
ca delle fasi attraversate dalla nostra mente; anzi tali fasi sono spessa
commiste e contemporanee.

In questo ordine di idee, noi pensiamo che il primo momento dell'ag
prendimento consista nella memorizzazione delle nozioni; & guesta una os-
servazione del tutto banale, che era nota anche all'’antichit3. Ricordiamo
infatti che per i Greci le Muse erano considerate figlie di Mnemosine, cioé
della Memoria. La lotta contro il nozionismo e contro l'apprendimento a
memoria, che & stata uno dei cavalli di battaglia della contestazione stu
dentesca di vari anni fa, da questo punto di vista non & che un cumulo di
scempiaggini.

Un secondo momento del processo di apprendimento & quello dell'esexr
cizio. Sard inutile ribadire l'importanza di questo momento, che ha sem-
pre fatto parte della pratica 4i insegnamento di ogni tempo. Sappiamo be-
ne che i giovani allievi non sempre hanno simpatia per 1l'esercizio; e nep
pure questa & cosa nuova, se si ricordano le parole che S. Agostino, nel-
le sue "Confessioni” dedica alla “odiosa canzone" che serviva di mezzo
per memorizzare le operazioni aritmetiche elementari, Ma & facile osserva
re che la mente giovane trova una certa facilit3d nel memorizzare nozioni
e regole, anche se spesso tale memorizzazione & puramente superficiale;
ma rifiuta spesso di affrontare la fatica dell'esercizio. Tuttavia questo
& assolutamente necessario, perché ognuno capisce che se anche si{ memoriz

zassero tutte le regole della grammatica e della sintassi d4i una lingua,
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non si pud dire di conoscerla fino a che non si affronta la fatjica della
applicazione di tali regole ai casi pratici. Analogamente, la conoscenza
delle regole formali dell'Algebra costituisce solo il primo passo per po-
ter asserire di conoscere questo ramo della Matematica.

Tuttavia occorre ribadire che 1l‘'insegnamento di una materia formati
va cane la Matematica non pud e non deve esaurirsi nella memorizzazione e
nell"addestranento alla applicazione, ma deve giungere anche alla rimedi-
tazione dej significati e dei fondamenti delle procedure teoriche.

Ricordiamo a questo proposito che gid Proclo, il filosofo e storico
della Matematica del secolo IV, polemizzava con gli epicurei, { quali ir-
ridevano i geametri, dicendo che essi insegnavanoc delle cose inutili: in-
fattli anche il somaro, se deve andare ad un mucchio di fieno, non percor-
re due lati 41 un triangolo, perch® sa che il terzo & minore della somma
degli altri Adue.

Ribatteva Proclo che proprio in questo consiste la differenza tra
la conoscenza del somaro e quello dell'uomo: nel fatto che l'uamo non si
limita a sapere i fatti, ma ne conosce il perché, sa dimostrare che le co
se stanno in un certo modo perché esistonc delle ragioni che spieqganc gli
stati 4i fatto, e lo convincono che le cose non potrebbero essere altri-
menti.

Noi pensiamo che queste argamentazioni abbiano portata generale, e
che la Matematica non debba essere considerata ed insegnata semplicemente
came una sclenza che fornisce delle risposte; ma che essa debba essere
considerata ed insegnata soprattutto come una scienza che forma alla ri-
cerca del perché, delle motivazioni, delle risposte.

Cid che diciamo ci sembra vero soprattutto oggi, quando la necessi-
td e la urgenza di utilizzare le nuove macchine per la elaborazione del-
la informazione minaccianoc di fare dell'insegnamento della Matematica un
addestramento alla utilizzazione di certe procedure non capite, per avere
rigsposte nel minor tempo possibile, senza curarsi delle motivazioni delle
risposte stesse.

2. - Da cid che abbiamo detts finora pensjamo si possa trarre un primo in
gieme di valutazioni del programmi A1 utilizzazione delle nuove macchine;
tale valutazione sard fatta qui gsequendo la classificazione dei vari 1li-
velli di apprendimento che abbiamo dato poco fa.

Anzitutto, per Quanto riguarda la memorizzazione delle nozioni, pa-
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ye abbastanza pacifico che le nuove macchine pcssano essere utilizzate in
modo intelligente per sollevare la memoria da tante nozioni ingombranti
che forse impedivano la memorizzazione di informazioni pil importanti.

Tuttavia da varie parti vengono segnalati i pericoli che 1'impiego
abituale delle macchine da calcolo sia un incitamento alla pigrizia. Gli
scolari pin svogliati possono trovare giustificazione nel rifiuto a memo-
rizzare le "tabelline"”, oppure ad imparare le procedure pild elementari
del calcolo aritmetico, con la scusa che ormai le macchine ci sollevano
da questa fatica.

Questo pericolo esiste, ma pensiamo che ncn sia tanto grave came
gli altri, che nascono dalla confusione sul significato e sullo scopo del
1l'insegnamento della Matematica. E del resto l'insegnante accorto pud por
re facilmente rimedio a gueste tentazioni di pigrizia, insistendo opportu
namente su esercizi che possono mettere in crisi l'impiego eccessivo del-

le macchine.

3. - Abbiamo detto poco fa che al momento della memorizzazione fa sequito,
dal punto di vista logico, quello dell'esercizio e dell'addestramento. In
questo campo 1l'impiego intelligente delle macchine elettroniche potrebbe
essere 31 grande aiuto nell'insegnamento, purché tali macchine siano im-
plegate in modo intelligente.

Un primo punto che vorremmo mettere in chiaro & che non si deve mai
pensare che tali macchine possano sostituire {1 lavoro dell'insegnante in
cid che questo lavoro ha di propric e specifico; ciod nell‘cpera di avvia
mento alla analisi logica ed alla formazione della mentalitd razionale
del discente. Esiste tuttavia tutta una massa di lavoro che pud essere
8volto con molta efficacia e con sollievo dell'insegnante mediante 1'ausi
lio delle macchine, che sono tuttavia da guardarsi - ribadiamo - come sus
sidi didattdiel.

*) molto pubblicizzats

Esistono in commercio moltissimi programmi
dalle case costruttrici di macchine. Con tali programmi si possono svolge

re lavori di addestramento e di esercizio in molte materie: dalle lingue

(*)Non intendiamo usare {1 termine "software”, perchd riteniamo che il

suo impiego sia un sintomo di sudditanga linguistica ed intellettuale,
propria dei provinciali colonizzati e ritardati.
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alla geografia, dalla Fisica alla Matematica. Esistono anche dei linguag-
gi opportuni, con i quali 1'insegnante pud preparare il proprio corso di
aesercizi, ed anche stabilire opportunamente certe procedure di verifica
dell'apprendimento che egli ritiene valide.

La macchina non si stanca, e quindi & pid paziente dell'uomo; la
macchina pud essere adattata ai ritmi di apprendimento dei vari soggetti,
pud accettare programmi ramificati ed essere utilizzata nel modo e nel
tempo che si ritiene pid opportiino (anche fuori dagli orari scolastici e
dagli edifici).

Occorre dire che non tutti i programmi sono di buon livello, ed al-
cuni rivelano la scarsa cultura e la fretta di chi 1i ha stesi: ci & capi
tato per esempio di leggere in certi programmi di Matematica “risolvere
un integrale"; frase che, da sola, testimonia di una notevole sprovvedu-
tezza nella materia che 3i vorrebbe insegnare.

Nel campo della Matematica si possono affidare alla macchina le ope
razioni di illustrazione 41 situazioni geometriche, di tracciamento dei
grafici di certe funzioni, le operazioni di analisi preventiva e di esplo
razione per cosi dire “"qualitativa" dei problemi, che verranno risolti
con i procedimenti che si dovranno scegliere con una ulteriore analisi.

Grandissimo quindi & l'apporto che 1'impiego intelligente di gueste
macchine pud dare al lavoro dell'insegnante, risparmiando a questi la fa-
tica pid materiale e consentendogli di riservare i propri sforzi e la pro
pria attenzione a quel lavoro che piill propriamente gli deve essere riser-
vato.

Ribadiamo infatti ancora una volta che l'opera dell'insegnante non
finisce qui, cosi come non finisce qui il processo di apprendimento; da
un certo punto di vista si potrebbe dire che incamincia qui. Invero il
pensare che l‘addestramento all'impieqo delle macchine possa sviluppare
oltre ogni dire le capacitd logiche dei giovani & - a nostro parere - una
grandigsima sciocchezza.

Come abbiamo detto parlando dell'addestramento del guidatore di ca-
mion, anche la guida d1 ¢hi si contenta di far correre la macchina senza
curarsi di conoscere la struttura ai ‘questa, e meno che mai i fondamentd
meccanici e scientifici che hanno diretto la sua costruzione, & in certo
modo un comportamento razionale: perch® anche il guidatore pid sprovvedu-
to adotta certi comportamenti per certi fini, e sa che la vettura volta
perche egli ha girato i1l volante. Ma - ripetiamo ancora - si{ tratta d4i un

collegamento tra cause prossime ed effetti immediati, collegamento che &
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oggetto di addestramento piuttosto che di conoscenza. Anche i cani ammae-
strati imparano a collegare certi comandi a certi comportamenti, e adatta
no i propri comportamenti a certe sequenze di circostanze esterne (presen
za di strumenti, comportamenti dell'addestratore, ecc.,). Ma non si pud so
stenere che essi si formino "una logica™, come invece proclama qualche

sprovveduto pedagogista, a proposito dei ragazzini che si fanno intossica
re dai giochi elettronici (i cosiddetti "video~games", secondo 1l gergo

in uso).

4. - Uno psichiatra americano, Howard Gardner, ha scritto recentemente un
libro intitolato “Frames of mind. A theory of multiple intelligences®”; in
questa opera egli riscopre una veritd che la civiltd occidentale conosce-
va da secoli (basti leggere i classici, per esempio Teofrasto, oppure Dan
te): cioé che esistono varie fisionomie dell'intelligenza umana. Egli ne
identifica sette, e non & detto che l'elenco sia completo. Questa opera
ci conforta nella opinione che non sia possibile pensare seriamente ad
uno svilupno della intelligenza basato sull'addestramento a premere tasti
O a manovrare comandi vari; e parimenti che sia poco serio il pretendere
di misurare l‘intelligenza soltanto con il metro della acquisizione degli
strumenti logico~deduttivi della Matematica; acquisizione che d'altra par
te non si riduce all'addestramente di cui si diceva.

Pertanto noi pensiamo che accanto ai programmi (spesso utili quando
sono ben fatti e non contengono strafalcioni) che abbiamo chiamato di ti-
po “illustrativo-addestrativo" occorra anche pensare a brogrammi che po-
tremmo chiamare di tipo "analitico-logico-formativo”. Ci occuperemoc in se
guito di precisare il tipo di programmi che cosi intendiamoc designare.
Prima vorremmo ribadire la nostra posizione a proposito di certi entusia-~
smli che noi riteniamo fuori luogo, dal punto di vista teorico e didattico.

I fautori entusiasti dell'impiego dei calcolatori nell'insegnamento
delle materie scientifiche insistono spesso nel mettere in evidenza la
possibilita di utilizzare i calcolatori ver la simulazione dei fenomeni,
sostenendo che in guesto modo si potrehbero ottenere moltissiml vantaggi
nell'insegnamento.

Non neghiamo che questo sia possibile, ma vorremmo osservare che un
uso eccessivo ed imprudente di tecniche di simulazione porterebbe a corre
re il rischio di staccare quasi completamente il discente dalla realti

del fenomeno reale (quale che sia la scienza a cul si riferisoce: chimica,
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fisica o altra). Vorremmo oaservare che gid l'esperimento fisico fatto
nel laboratorio didattico presenta al discente un fenomeno per cosi dire
"addomesticato”, cosi come il vetrino qid preparato che lo studente mette
sotto il microscopio costituisce una manipolazione notevole della materia
vivente. Questa operazione volta ad isolare un aspetto della realtd & ne-
cessaria per la efficacia didattica, e per evitare alloc studente la fati-
ca di ripercorrere tutte le tappe della costruzione di una teoria. Ma oc-
corre che questo distacco dalla realtd effettuale sia fatto con prudenza
e moderazione; e soprattutto senza dimenticare di ricordare ogni volta
che la operazione di {solamento & frutto di una scelta, che & basata sn
una teoria, la guale viene implicitamente accettata come valida, nel mo-
mento in cul la si espone. A nostro parere la simulazione esaspera queste
scelte, che sono ovviamente una limitazione della realtd2 sperimentale, e
rischia di rinchfudere il discente in un universo di fenomeni codificati,
universo che si direbbe destinato ad essere stabile ed immutabile per na-
tura sua.

Una seconda ogservazione vorremmo fare a proposito dei programmi
che vengono offerti numerosi sul mercato e che riguardano la possibilitd
di far comparire sui video-terminali dei diagrammi, delle figure, o addi-
rittura di fare esequire dei disegni. Capita di leggere spesso che cosi
"si fa della Geometria con il computer®. A nostro parere, questo modo di
esprimersi traduce una concezione della Geometria che & clamorosamente
falsa. Per dirla con poche parcle, noi pensiamo che la Geometria non con-
sista nel tracciamento di figure pid o meno accurate, ma nella sistemazio
ne rigorosa delle proposizioni che le riguardanoc. Questo pensierc era
espresso dal prof. Chisini, nella forma paradossale che gli era abjtuale,
con la frase: "La Geometria insegna a fare i ragionamenti giusti sulle fi
gure sbagliate”. E da parte sua Platone aveva gid espresso questo pensie-
ro osservando che l'oggetto delle considerazioni del geametra non & la fi
gura, ma il concetto che essa simbolizza. Infatti soltanto i concetti pos
sono raggiungere guel livello di astrazione, di generalitd, quel collega-
mento logico necessario tra loro, che & dato soltanto dalla mente e da
nessun esperimento fisico, per quanto raffinato possa essere.

Per ribadire ulteriormente questo pensiero, basti ricordare la pri-
ma proposizione che 1l'umanita abbia incontrato a questo livello di astra-
zione: quella che viene comunemente chiamata "Teorema di Pitagora™. Orbe-
ne & noto che una delle conseguenze di gQuesto teorema & la dimostrazione

della esistenza di coppie di segmenti incommensurabili; cioé la dimostra-
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zione che non sia possibile dividere uno del segmenti in parti uguali, in
modo che l'altrc si possa pensare costituito da un numero intero di tali
parti.

E' questa una proposizione che non pud esseare oggetto di verifica
sperimentale; anzi contrasta con le odierne concezioni della materia sen-
aibile quale oggi la conosciamo; quindi & una proposizione che riguarda
quell'ente che viene abitualmente chiamato “spazio gecmetrico”, e la cui
validita & dovuta soltantc al ragionamento.

Pertanto vorremmo concludere che la Geometria non si pud fare con
11 computer, ma deve essere fatta con la testa; il computer potra servire
al massimo per tracciare delle figure pid o meno esatte, ma non per sosti
tuire il compito 1ne11ﬁ1nah11e del ragionamento. DI conseguenza l'insegni
mento della Gecmetria, nel senso che abbiamo cercato di precisare, non
pud essere sostituito con le esercitazioni grafiche al computer, se non
nella testa di qualche sprovveduto insegnante che non ha capito che cosa

sia la Geometria.
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IV - Risolvere un problema

“Non entri alcuno, che non sia espertodi Geometria"

(Platone)

1. - Le considerazioni che abbjamo svolto finora ci conducono a domandar-
ci quale debba essere il carattere dei programmi che abbiamo chiamato
“analitico-logico-formativi" e che dovrebbe accompagnare i programmi di
tipo "illustrativo-addestrativo" per un impiego intelligente delle macchji
ne elettroniche nell'insegnamento della Matematica.

A questo fine vorremmo fare una breve digressione, per meditare sul
significato di quella operazione che viene abitualmente chiamata risolu-
zione @i un problema matematico. Le cose che diremo sono di una grande ba
naliti, ma pensiamo di dover ripeterle, per chiarire il nostro pensiero e
per motivare cid che avremo occasione di dire in seguito. Infatti, nella
opinione comune, la risoluzione di un problema matematice viene associata
alla applicazione di certe formule, ed alla esecuzione di certe procedure
che si sono imparate e memorizzate, spesso senza aver memorizzato adegua-
tamente anche la loro motivazione. Questo atteggiamento & spesso pid dif-
fuso di quanto nwon si pensi, anche presso gli utilizzatori di strumenti
della Matematica superiore. Cosi ci @ capitato spesso di sentir persone
di una certa cultura scientifica parlare di "equazioni risolubili" oppure
“non risolubili™ intendendo presumibilmente di parlare di equazioni le
cui soluzioni sono date da formule scritte nei manuali ed equazioni inve~
ce per cui tali formule non si possono dare, ma che comungue sono risolu-
bili con adeguati procedimenti. Questi atteggiamenti sono forse anche al-
1l'origine di quella specie di feticismo per la equazione algebrica di se-
condo grado, feticismo che pare dominare gli estensori dei programmi tra-
dizionali di insegnamento della Matematica nelle scuole medie superiori e
di consegquenza anche gli scrittori dei libri di testo.

Pare una banalitd 1'osservare che le soluzioni di una equazione, o©
in generale di un problema matematico, sono implicitamente contenute nei
dati, beninteso quando il problema & ben posto; ne conseque che il proce-
dimento di riscluzione 41 un problema consiste esgsenzialmente ne)l rendere
esplicite le informazioni che i dati del problema contengonc implicitamen
te; lo stesso concetto potrebbe essere espresso dicendo che si tratta di
migliorare tali informazioni; questo miglioramento pud anche consistere

nella utilizzazione di informazioni che giid si posseqgono, forse anche
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goltanto per ragioni storiche o per una evoluzione precedente dalla Mate-
matica, evoluzione che ci ha fornito in certi campi un patrimonio di in-
formazioni di cui possiamo disporre.

Cos! per esempio, nei riguardi della equazione algebrica di secondo
grado, la ben nota formula risclutiva non & altro che la indicazione per
utilizzare, con opportune operazioni razionali, cio2 somme e sottrazioni,
woltiplicazioni e divisioni, 1 procedimenti di calcolo della radice qua-
drata di un numero; procedimenti che sono considerati gil conosciuti, e
comunque sono tali che f loro risultati sono tabulati da tempo e conside-
rati come elementari, in certi contesti. Analogamente, nel campo della
trigonometria, si potrebbe dire che il problema della determinazione nume
rica degli elementi ignoti di un triangolo viene ricondotto alla utilizza
zione dei calcoli eseguiti da Tolomeo, nel II secolo, oppure anche dei
calcoli esequiti da Napier e da Briggs per la determinazione dei logarit-

mi del numeri pid comunemente utilizzati.

2, - Molti problemi matematici vengono enunciati nella forma seguente: se
si tratta di problemi geometrici "trovare un punto (0 una retta, o un pia
no) tale che sianoc soddisfatte certe condizioni o che certe relazioni sia
no valide™; se si tratta di un problema che riguarda numeri: "trovare un
numero tale che siano soddisfatte certe relazioni o certe condizioni®.

Sotto questa forma possono essere formulati anche alcuni problemi
che danno lucgo a procedure ritenute elementari, codificate da tempo e
spesso memorizzate a sequito di insegnamento elementare.

Tali procedure sono tanto frequenti che hanno dato luogo anche al-
l'impieqo di opportuni simboli, per rappresentare i loro risultati.

Per esempio: dati due numeri naturali a e b, usiamo indicare con {1l
gimbolo “a:b™ o con simboli considerati equivalenti quel numero razionale

¢ tale che valga la relazione:
(1) bc = a.

Analogamente, dato un intero positivo a, usiamo indicare con il sim

bolo " /a " quel mmero reale x tale che valga la relazione:

(2] X =A.
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La Matematica si occupa di elaborare dei ragionamenti che rendono
legittimo parlare di "numero” per centi enti che soddisfano alle condizio
ni (1) oppure (2). E' noto infatti che, se a e b sono interi, pud non
esistere un intero che soddisfa alla (1); tuttavia la Matematica estende
11 com:éttn di "numero” in modo tale che abbia senso parlare di un “nume-
ro che soddisfa™ alla (I). In un certo senso, si potrebbe dire che la esi
stenza della entitd che corrisponde alla c della relazione (1) 2 legitti-
mata da considerazioni di due tipi:

i) la possibilitd di estendere ai nuovi "numeri®” le leggi di calcolo for
mali che valmono per gli interi; questo punto di vista potrebbe esse-
re chiamato "aspetto formale-algebrico®™ del problema;

ii) la possibilitd di escogitare dei procedimenti concreti per dare una
rappresentazione soddisfacente degli enti considerati; gquesto punto
di vista potrebbe essere indicato "topologico-algoritmico®.

Il secondo dei punti &i vista che abbiamo ricordato introduce a cer
te considerazioni che qui ci interessano, in relazjone alle possibilita
Adi utilizzazione degli strumenti di calcolo piu potenti dell'ordinario.

A tal fine osserviamo che i “numeri® che soddisfano alle relazioni
(1) oppure (2) possono essere rappresentati con opportune sequenze di ten
tativi ragionevolmente programmati. Questi procedimenti, ed altri analo-
ghi, sono tipici dei problemi che vengono chiamati “"inversi®" e che appun-
to vengono enunciati con frasi della forma "trovare un certo ente x tale
che...".

Came abbiamo giad detto, alcuni procedimenti che riguardano certi
problemi inversi scno talmente abjitumali che i loro risultati sono tabula-
ti da tempo, e le procedure per la loro soluzione sono memorjzzate ed in-
segnate in opportuni capitoli della aritmetica elementave.

Ma, dal punto di vista concettuale, il procedimento per la soluzio-
ne della (1) (cioé - ripetiamo - per trovare una rappresentazione della
soluzione della (1) che soddisfi a determinati requisiti) non & diverso
dal procediments che conduce per esempio alla soluzione della equazione:

(3) x> +2x =2,

Pare infatti che tra i due problemi esista la sola differenza che
consiste nella maggiore camplicazione dei calcoli riguardanti la (3) ri-
spetto a quelli riguardanti la (2).

Una facile ispezione della (3) porta a concludere che il numeroc a
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positivo che soddisfa alla equazione deve soddisfare alle limitazioni:
(4) 0 <a<\

Osserviamo tuttavia che queste limitazioni sono state ottenute fon-
dandosi sulle proprietd dei numeri razionali positivi; in particolare os-
sarvando che la espressione che & al primo membro della (3), considerata
come una funzione della variabile x, @ crescente in tutto l'intervalle de
terminato dalle diseguaglianze (4).

Si trae di qui una prima conseguenza, la quale potrebbe essere enun
ciata dicendo che il problema di risolvere la (3) si riduce ad una proce-
dura razionale, che porta metodicamente a migliorare le informazioni for-
nite dalla (4); tale procedura potrebbe consistere, per esempio, nel ri-
cexcare un intervallo pid ristretto nel quale & compreso il numero e che
sl cerca. Questa ricerca non & codificata nelle nozioni di aritmetica e
di algebra che si danno tradizicnalmente nei corsi di Matematica, ma & re
sa possibile dalla utilizzazione di mezzi di calcolo pid potenti, per
esempio anche da sole macchinette tascabili programmabili oppure "scienti
fiche". )

Vorremmo tuttavia ribadire che la ricerca di una procedura cosiffat
ta (ed anche di altre moltissime analoghe per la soluzione 4i problemi ma
tematici) & fondata esclusivamente sul ragionamento, sulla deduzione, che
st fonda sulla utilizzazjone delle proprietd di ordinamento del numeri
del campo razionale.

3. - Per chiarire ulteriormente cid che abbiamo detto alla fine del prece
dente pazagrafé, e che costituisce una osservazione fondamentale da tener
presente per dirigere il lavoro didattico, prendiamo in considerazione un
altro esempio elementare. Sia da esequire una divisione tra interi natura
11, ciod la operazione Ai ricerca di quoziente e resto come viene insegna
ta nelle scuole elementari. Tale operazione potrebbe essere considerata
come la soluzione di un problema enunciato nel modo seguente: dati due nu
meri naturali a, b, trovare altri due numeri naturali q ed r, tali che
valgano le relazioni:

(1) a=qgb +r 0=<r«<d
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Ovviamente la risposta a questo problema, che sembra ed € molto sem
plice, & fondata su una analis{ logica, che si fonda a sua volta sulle
proprietd dell'insieme dei numeri naturali. Infatti q & i) massimo di un
insieme di interi naturali costituito dai numeri che, moltiplicati per b,
danno risultato non maggiore di a; la esistenza del massimo di una classe
cosiffatta di numeri & garantita da una proprietd fondamentale dell'insie
me dei naturali. In secondo luogo si ha che, dati tre numeri interi natu-

rali: x, y, z, se &:

(2) X<y

& anche

(3) xz=yz2,

Su queste basi @ possibile dimostrare la esistenza e la unicita dei
due interi naturali g ed r che soddisfano alla (1). Ovviamente guesta di-
mostrazione non viene data nel corsi di aritmetica elementare, perché le
proprietad richiamate sono considerate "evidenti” o “naturali”. Ma occorre
talvolta richiamarle per dare delle risposte corrette a certi problemi.
Del resto non sempre si incontranoc problemi cosi semplici: le considera-
zioni che abbiamo svolto finora a proposito del problema posto dalla ri-
cerca di due interi g ed r che soddisfino alla (1) possono diventare pid
complicate se, sempre in presenza di due interi naturali a e b (il secon-
do diverso da zero), e per ogni interc n, si chiede il massimo intero q{n)
tale che si abbia:

(4 a . 10"=p - qn),

Invero in questo caso pud avvenire che i numeri g{n) costituiscano
una successione infinita, perché in forza del Teorema fondamentale della
divisibilita, pud avvenire che non esista alcun intero naturale q tale
che si abbia:

(5) a- 10" = b .q.

Pertanto, partendo da una coppia 4i naturali, si pud costituire una

successione infinita, anche in relazione a problemi cosi semplici. Ognuno
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riconoscerd che queste circostanze si presentano quando a e b non hanno
fattori comuni ed i fattori di b non sono tutti uguali a 2 oppure a 5,
cioé ai fattori della base di numerazione abitualmente adottata per rap-
presentare i numeri.

E' facile riconoscere nel problema appena enunciato, guello che con
duce al procedimento per la rappresentazione decimale del quoziente tra
Que interi naturali a e b; procedimento che pud dar luogc ad una succes-—
sione infinita di rappresentazioni decimali.

Ci si trova quindi in una posizione analoga a quella originata dai
problemi relativi alle equazioni (2) e (3) Qdel paragrafo precedente; an-
che in questi casi, generalmente, viene originata una successione infini-
ta di numeri razjonali. La Aifferenza & data dal fatto che nel problema
enunciato in questo paragrafo la successione risulta periodica, a diffe-
renza di quanto avviene per esempio per la eguazione (2) del paragrafo
precedente.

Invero nel caso di qguesta ultima eguazione, la successione infinita
di cui si tratta & quella degli interi g(n), ognuno dei guali, per ogni n,

é il massimo per cui vale la relazione:

6) a - 1022 (qm)} 2.



V - Come impiegare il computer in modo intelligente?

“La machine d'arithmétique fait des effets
qui approchent plus de la pensée que tout
ce que font les animaux; mais elle ne fait
rien qui puisse faire dire qu'elle a de

la volonté, comme les animaux."

(Blaise Pascal - Pensées)

1. - Abbiamo visto che la soluzione di problemi matematici porta molto
frequentemente a dei procedimenti che sostanzialmente si riducono a dei
tentativi razionalmente programmati. Di guesto genere sono molti dei nro-
cedimenti che conducono a risolvere i cosiddetti "problemi inversi™, cioé
quellj che possono essere enunciati dicendo: "Trovare un punto, o un nume
ro, o certi numeri, tali che siano soddisfatte certe condizioni”.

Questl tentativi programmati e razionalizzati sono alla base delle
procedure che vengono insegnate anche nella aritmetica elementare; per
esempio nei procedimenti di divisione o di estrazione di radice. Possiamo
quindi fare due osservazioni, del tutto elementari: anzitutto, la program
wmazjone razionale dei tentativi & fondata sulla conoscenza delle struttu-
re del linguaggio matematico, come abbiamo gid detto (proprietd formali
delle cperazioni sui numeri interi e razionali, proprietd di ordinamento,
ecc.). In secondo luogo, nelle soluzione di questi problemi & possibile
utilizzare in modo ragionevole il calcolatore, perché il suc impiego pud
risparmiare molta della fatica richiesta dai tentativi ragionevoli, ed an
zi pud stimolare la invenzione di nuovi procedimenti, che sarebbero abi-
tualmente non applicabili se i calcoli dovessero essere eseguiti a mano.

Occorre tuttavia che le opverazioni esequite dal computer siano pro-
gettate in modo adeguato al fine che si vuole conseguire e siano valutate
in modo critico.

Il problema della progettazione sara visto in seguito, perché ri-
guarda uno degli aspetti piu fondamentalmente formativi dell'immiego in-
telligente del camputer nella scuola. Qui vegliamo gpendere gualche paro-
la a proposito della valutazione e della critica delle informazioni che 1
computer ci possono fornire; ci limjiteremo alle informazioni che ci vengo
no date sotto forma di numerji, perché gquesto & il caso piu frequente, e
quello che pud dare luogo alle considerazioni pid interessanti dal punto

di vista della formazione matematica.
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Abbiamo detto sopra che spesso la soluzicne di un problema matemati
co si riduce al miglioramento delle informazioni che sonc implicitamente
contenute nei dati, se il problema & ben posto.

Questo miglioramento, nella maggior parte dei casi., si riconduce a
restringere certl intervalli numerici nei quali sono contenuti i numeri
che si cercanc come risposte alle domande del problema. Nelle trattazioni
teoriche questa operazione di restringere un intervallo potrebbe prosegui
re indefinjitivamante, verchd ogni stadic di miglioramento fornisce delle
informazioni che permettono la esecuzione del passo successivo.

Ma ci sembra venuto il momento di distinguere la situazione teorica
da quelle che si presentano quando la Matematica & impiegata per descrive
re, conoscere e quindi anche daminare gli oggetti della realtd che ci cir
conda loggetti della Geometxia, della Fisica, della Economia, ecc,).

Riflettendo anche solo un poco, ci accorgiamo che nella maggior par
te dei casi i problemi matematici che si pongono in relazione a queste
dottrine tragqono i loro dati da operazioni concrete, eseguite o immagina
te, sulle grandezze di cui si parla: tali operazioni sono conteggi (nel
caso della Statistica), o misure {(nel caso della Geometria o della Fisi-
ca).

Di consequenza le informazioni di partenza (i dati del problema),
da cui dohbiamoc prendere le mosse, sono quasi sempre affette da una incer
tezza piu o meno grande, che dipende dalla minore o maggiore precisione
delle misure, oppure anche dagli scopi pratici e teorici che i1 problema
si pone.

Queste osservazioni, per quanto banali, ¢i portano direttamente al
problema della valutazione del significato delle informazioni che ¢i sono
fornite e di quelle che c¢i sono richieste.

Per fare un esempio banale, appare chiaramente necessario interpre-—
tare in forma critica la informazione che viene data da certi testi di
Geoqgrafia, che assegna l'altezza di un monte (per esempio il Bianco) fino
ai centimetri.

Infatti tali cifre sono difficilmente determinabili, ed ancora piu
difficilmente verificabili. Pertanto la ostentazione di tante cifre deci-
mali, che viene spesso gabellata come un omaggio alla “brecisione matema-
tica® deve egsexe valutata con certe precauzioni; analoghe considerazioni
dovrebbero essere fatte a proposito di certe informazioni fornite per
esempio dai bilanci di certe societd, che danno somme di denaro fino alla

singola lira su bilanci che assammano a migliajia di miliardi. Anche in

- 25 -



questo caso si tratta di informazioni che non sono false nel senso abitua
le del termine, ma che hanno un significato da valutarsi criticamente. Il
trascurare guesta precauzione porta a confondere la vera precisione mate-
matica con altri tipi di informazione, che non sono in linea di principio
falsi ed {llegittimi per s&, ma che hanno ben poco a che vedere con la
precisione matematica.

In generale si pud dire che i dati dedotti con conteggi o con misu-
re sono in ogni caso affetti da incertezze, che spesso vengono impropria-
mente chiamate brevemente "errori di misura"; pertanto ogni volta che si
assegna un determinato numero a come risultato di un conteggio o di una

misura, in realti si assegna un intervallo

(1) a'«<« a < a"

entro il gquale il numero a & contenuto; come & noto, i mmeri a' ed a*
vengono chiamati valori “"per difetto"” e "per eccesso” del dato a, e la

differenza:

(2) a" - a' =4d

viene chiamata impropriamente errore.

In generale, quando si assegna il dato a sotto forma di frazione de
cimale, con un dato numero di cifre dopo la virgola, si intende assegnare
un valore per difetto; il corrispondente valore per eccesso si ottiene,
con queste convenzioni, aumentando di unma unita l'ultima cifra che viene
scritta.

Cosi per esempio scrivendo;
(3) V2 o=1.14 ...
si intende indicare convenzionalmente la coppia di disuguaglianza:
(4) 1.14 < V2 < 1.15.
La minima potenza del 10 (o in generale della base di numerazione)
che supera d viene spesso chiamata anche "ordine di approssimazione” del-

la misura o della informazione che ci & fornita dalle relazioni (1).

Esistono delle regole, dettate dalle teorie di calcole numerico,
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che permettono di valutare gli errori che si commettono operando su valo-
ri approssimati: & infatti assolutamente evidente che 1l‘ordine di appros-
simazione dei risultati di un calcolo non pud maj essere superiore a quel
lo dei dati di partenza: la Matematica trasforma le informazioni, ma non
le pud inventare. EQ uno degli aspetti fondamentall del buon uso della Ma
tematica & dato proprio dalla possibilitd di formire informazioni esatte
e non inventate.

Senza entrare nei particolari dei trattati 4l calcole numerico clas
sico, possiamo ricordare qui qualche immediata osservazione, che servira
di guida per la utilizzazione intelligente dei mezzi d4i calcolo.

A tal fine, si consideri un secondo insieme di relazioni, analoghe

alle (1), che riguardano un secondo numero b:
(S) b' < b < b" .

Nella ipotesi che i numeri considerati siano tutti positivi, si ot-

tiene ovviamente, per le operazioni razionali:

(6) a''+b' <a+b<a” +Db"
(7) a' -b'" < ab < a" - bp"
(8) a' -b"<a-bcg a" - b'

ed infine, nella ipotesi che nessuno dei numeri (5) sia nullo:

(3) a' /bca/bgca" /b,

Le relazioni (6) ... (9) sono sufficienti per permetterci di enun-
ciare due regole fondamentali che riguardano il calcolo con numeri rappre
sentanti delle misure non esatte, cio2 i numeri che nascono dalla applica
zione pratica della Matematica. Le regole gsono le seguenti:

1) l'ordine di approssimazione del risultati di una operazione aritmeti-
ca non & mai superiore a quello dei numeri sui quali essa viene ese-
quita;

1i) @ conveniente che gli ordini di approsasimazione di due numeri sui qua
14 si opera con una operazione aritmetica sianc uguali: in caso con-

trario l'ordine di approssimazione del risultato 2 inferiore a quello
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del termine che ha ordine mincre; pertanto le informazioni in pin,
che si hanno con le misure che riguardano il termine che ha ordine 4i
approssimazione superiore, risultano sprecate.

Le poche osservazioni elementari che abbiamo fatto si prestano ad
una utilizzazione intelligente delle macchine calcolatrici; va infatti os
servato che in generale le macchine, anche le pil elementari e tascabili,
forniscono almeno 8 cifre della rappresentazione decimale di un numero.
Il che induce spésso gli utenti ad adottare tutte le cifre che la macchi-
na fornisce per il risultato di una operazione, senza curarsi di verifica
re se le informazioni che cosi si ottengono sono vere oppure inattendibi-
1i.

D'altra parte il calcolo diretto a mano dei primi e degli ultimi
membri delle relazioni (6) ... (3) & spesso molto faticoso. Invece con
1'impiego di macchine, anche poco potenti, l'insegnante accorto potrd ve-
rificare direttamente quale sia la portata e la validitd delle informazio
ni che si hanno utilizzando la Matematica nella descrizione e nella cono-
scenza degli oggetti reali; quindi potra dare una giusta idea di gquesta
scienza, sfatando la immagine df quasi-magia che essa ha per qualche sog-
getto, ma inducendo invece la immagine di razionale elaborazione delle in
formazioni certe che si posseggono per avere ulteriori informazioni, del-
le quali si conosce il grado 4i certezza.

Per spiegare meglio cid che intendiamo dire, pensiamo ad un proble-
ma di geometria pratica, che consiste nel dare la lunghezza della ipotenu
sa di un triangolo rettangolo i cui cateti sono lunghi rispettjvamente
23.7 cm “ 37.4 cm. Le informazioni precedenti possono essere tradotte in
diseguaglianze che determinano gli intervalli in cui sono compresi i due

numeri a e b che danno le lunghezze vere dei cateti: 3i ha quindi
23.7<€ a < 23.8

(10)
37.4 <b <£37.5

Quindt per il guadrato ¢ della ipotenusa, a norma della (6) si han

no le relazioni:
1960.45 < c2 < 1972 .69.

Operando con una macchina che eseguisca anche la radice quadrata si
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avrd quindi:

44.27.. <c < 44,42,

Queste sono ovviamente le sole informazioni che si posspno dare sul
la lunghezza della ipotenusa, a partire dalle informazioni (10); come si
vede, l'ipotenusa pud essere data al massimo con un errore che & dell'or-
dine di 0.2 om. Ogni altra informazione, che gualcuno sarebbe tentato 4i
dare osservando il numero di cifre fornite dalla macchina, & fantasiosa e
quindi falsa.

Considerazioni analoghe si possono fare quando si tratta di trovare
un cateto di un triangolo rettangolo, dati che siano l'altro cateto e la
ipotenusa, quando le loro misure siano approssimate. Per esempio, mente-

nendo le notazioni gia introdotte, si ha:

18.3 <c <« 18.4

13.7 < a <13.8,

Tenendo conto della (7) si ha:

{ c' = 314.89cc’<338.56 = c*
f )

187.69 «a" < 190.44

,__
[+
]
1]
'Y

Tenendo condo della (B) si ha ora:

¢’ - a“ = 144.45<c° - a’<150.87 = ¢" - a’

e di qui

12.01<b = ¥ c2 - a2 < 12.29.

Anche in questo caso queste sono le sole informazioni che possiamo
trarre dai dati, dopo i calcoli; ogni altra informazione che volesse esse
re pil precisa, per esempio presentando altre cifre, dopo il punto decima
le della misura richiesta, & ovviamente falsa.

Vorremmo aggiungere a questo esempio qualche considerazione che ri-
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guarda 1l’impiego di quellf che nei testi di Aritmetica elementare vengono
spassa chiamati numeri fissi. Il pid celebre d4i questi & la costante di
Archimede, che viene indicata in Italia con il simbelo n(pt greca).

La Matematica ha dedicato allo studio del rapporto tra la lunghezza
della circonferenza e quella del diametro numerosissimi studi; un dato
che chiude delle ricerche secolari & quello fornito dal celebre teorema
di{ Lindemann, il quale dimostra che la costante di Archimede non pud esse
re radice di alcuna equazione algebrica avente coefficienti interi: si
tratta quindi Adi un numero irrazionale, che non pud essere rappresentato
in forma finita in nessun sistema di numerazione. Orbene & diffusa l‘abi~
tudine di adottare come valore di T il numero razionale 3.14.

In base a ¢id che & stato detto poco sopra, & chiaro che 1'adottare
sempre, metodicamente, questo valore per la costante W equivale spesso a
sprecare delle informazioni che eventualmente si possedessero in relazio-
ne ai problemi che si trattano. Per chiarire cid che intendiamo dire, con
sideriamo il problema sequente: calcolare la lunghezza della circonferen-
za inscritta nel triangolo equilateroc di lato unitario. Con considerazio-

ni elementari si trova che il diametro di tale circonferenza vale
(10*) a=1//3;

si hanno quindi per 4 le limitazioni:

(11) 0.5773502<4<0.5773502.

L'informazione relativa alla costante di Archimede deve essere tra-

dotta con le relazioni:
(12) 3.14 < mw <3.15.

Di conseguenza, ricordando la (7), sf ottiene, per la lunghezza Y

della circonferenza la coppia di limitazioni:
(13) 1.812 €<y <1.B18.
Pertanto molte delle cifre che 1l'impiego delle macchine ci fornisce

sono prive di significato, e molte delle informazioni date dalla (11) ri-

sultano sprecate.
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Analoghe considerazioni si possono svolgere quando si prendono in
conziderazione molte cifre di 7 e poche delle misure che interessano.

L'impiego delle macchine permette di eseguire facilmente le verifi-
che che si riferiscono ai calcoli che abbiamo eseguito ed ad altri analo-
ghi e permette quindi di dare della Matematica una immagine corretta, cio2
goella di una scienza che, quandc & bene utilizzata, aiuta a trasformare

le informazioni ed a trovarne delle nuove, ma non ad inventarle.

2. - abbiamo dato, nel precedente paragrafo, qualche cenno sulla opportu-
ritd, o addirittura necessita, di valutare criticamente le informazioni
che c¢i sono fornite dalle macchine (o anche, in generale dalle formule)
quando sono usate senza precauzioni: si rischia infatti 4i credere che la
Matematica possa "inventare" delle informazioni che non esistono. EQ &
inutile aggiungere che in questo modo si rischia anche di dare una immagi
ne distorta della Matematica, o comunque di non formare alla sua applica-
zione ragionevole.

Altre osservazioni potrebbero essere fatte a proposito della rappre
sentazione dei numeri razionall; questa viene data dalle macchine (salvo
gualche eccezione) sotto forma di frazioni decimali, cioé con una parte
intera e un certo numero @i cifre dopo il punto decimale. Il numero di ta
1li cifre & determinato ovviamente dalla capacitd della macchina che si
usa. Ma ovviamente la rappresentazione non potra mai essere completa nel
caso in cui si tratti di rappresentare un numero irrazionale, o anche un
oumero razionale che da origine ad una rappresentazione decimale periodi-
ca.

L'impiego sempre pid diffuso delle macchine rende quindi opportuna
mna precisazione sulle diverse maniere di rappresentare un medesimo ente,
e la giustifjcazione della lora equivalenza.

Infatti si possono presentare delle situvazioni che rendono perples-
so 1'allievo, se accada che eqli esegua la medesima operazione in due mo-
ai diversi.

Per spiegare ulteriormente il nostro pensiero, consideriamo il se-
guente esempio: sia da calcolare la somma dei tre numeri razionali rappre

sentati dalle frazioni:

1) 1/3 + B/15 + 4/75 = 69/75 = 23/25 = 0.92 .
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Qualora si adotti una macchina calcolatrice, che per esempio dia
sei cifre dopo il punto decimale, si ha che la macchina esegue le divisio
ni indicate dalle frazioni prima della somma di queste. Ne consegue che
alcuni numeri razionali possano essere rappresentati in forma periodica,

per esempio nel caso in esame:

(2) 1/3 = 0.333333
8/1S = 0.533333
4/75 = 0.053333
Totale 0.919999 -

Si incontrerebbe guindi una situazione apparentemente paradossale,
ciogd i1 fatto che la medesima operazione, fatta in due modi diversi, pos-
sa dare luogo a due risultati apparentemente diversi.

Ovviamente la soluzione del paradosso apparente si ottiene subito

osservando che non si pud scrivere

(3) t/3 = 0.333333

ma si dovrebbe scrivere

(4) 0.333333 < 1/3 < 0.333334

ed analogamente si dovrebbero scrivere analoghe coppie di disuguaglianza
per gli altri addendi. Di consequenza il totale dovrebbe essere rappresen

tato con le disequazioni:

(5} 0.913999 < totale € 0.9200002.

L'insegnante accorto pud trarre di qui l'occasione per chiarire il
significato delle informazioni che si possono ottenere con le diverse con
venzioni di rappresentazione degli enti della Matematica, e delle opera-

zionl che si esequono su di essi.
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3. - Nella seconda parte di questo lavorc daremo degli esempi di utilizza
zione dei calcolatori di ogni potenza (ma sempre del tipo tascabile o po-
co pid) ad ogni livello di scuola e per ogni stadio della maturazione psi
cologica e razionale degli allievi.

In linea generale ribadiamo che la soluzione di un problema matema-
tico richiede, in modo ineliminabile, una analisi logica della strategia
risolutiva e delle procedure per rendere esplicite le soluzioni, sempre
nei limiti delle informazioni che la Matematica pud fornire, e dei quali
abbiamo gi1d detto poco sopra.

Ricordiamo che nella soluzione di un problema il procedimento logi-
co fondamentale & quello di "analisi", su cui aveva gid meditato la filo-
sofia greca, e della quale ha scritto magistralmente F. Enriques con le

seguenti parole:

"La scuola di Platone, e poi di Eudosso, d3 un particolare significato lo
gico e metodologico al procedimento "analitico" che si mette in opera
nella risoluzione dei problemi geometrici.

In questa "“analisi" si comincia col supporre che il problema propostoc P
sia risoluto, e si deducono successivamente le condizioni a cui debbono
soddisfare gli elementi cercati, trasformando il problema dato in una se
rie di problemi, ciascuno dei quali venga risoluto in forma del preceden
te, finché si arvivi ad un problema R che si sappia effettivamente risol
vere. La 'sintesi"” consiste nel partire dalla soluzione di quest’ultimo
problema R, e dedurne via via la risoluzione della nostra catena di pro-
blemi in ordine inverso, fino a dimostrare la soluzione di P. Questa di~-
mostrazione & necessaria, perché coll'analisi si & dimostrato soltanto
che le soluzioni di P sono soluzioni di R ma non viceversa. Insomma la
analisi & una decomposizione ideale del concetto della figura da costrui
re, nelle condizioni, proprieti o note che lo determinano (ed & quindi
in rapporto con la teoria platonica delle Idee). Essa appare come umn pro
cedimento di generalizzazione dei problemi. L'opposto si pud dire della
sintesi, la quale - da sola — fornisce certo soluzioni del problema pro-

posto, ma non tutte.

11 significato greco dell'asnalisi dei problemi geometrici si & evoluto
nel progresso moderno delle scienze matematiche; su questa evoluzione
sembra aver influito massimamente il fatto che il metodo di risoluzione

detto dei "luoghi geometrici' .2 divenuto, con Cartesio, il fondamento di
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“un'applicazione sistematica dell'algebra alla geometria.

Nella trattazione algebrica si & vista soprattutto la decomposizione del
le condizioni del problema in condizioni elementari, espressa da equazio
ni. Percid il metodo cartesiano ha ricevuto il nome di "Geometria anali-
tica", e poi tutta 1'algebra, con il calcolo differenziale ed integrale
in cui si prolunga ha preso il nome di "analisi matematica'. Con questo
nome i moderni riconoscono, in qualche modo, nella pit generale scienza
dei numeri e delle equazioni, l'organo delle matematiche, che permette

di analizzare e ricondurre ad una forma comune pid generale, tutri i pro

blemi di geometria, di meccanica, ecc.."

Accanto a questo intervento ineliminabile della analisi logica, 1'im
plego delle macchine richiede anche una analisi del significato e delle
procedure che conducono al calcolo dei valori dei numeri che danno le so-
luzioni dei problemi, o - pid in generale - delle procedure che conducono
alla espressione esplicita delle informazioni contenute implicitamente nei
dati.

In questo lavoro si incontra la situazione paradossale, secondo la
quale l'impiego delle macchine poco potenti ed evolute, risulta pid utile
di quello delle macchine potenti ed evolute ai fini della formazione men-
tale degli allievi; infatti, con le macchine poco potenti il programmato-
re del calcoli & costretto a prendere coscienza di ogni passaggio logico
deji calcoli, e quindi a prendere coscienza delle leggi fondamentali dei

numeri e delle operazioni su di essi.
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PARTE II - Spunti didattici

“Little things please little minds"
(Rudyard Xipling -~ Stalky 8 Co)

VI - La utilizzazione dei calcolatori nella didattica della Matematica.

1. - Nelle pagine che seguono daremo qualche spunto didattico dell'impiego
dei calcolatori nell'insegnamento della Matematica, nelle scuole di ogni
ordine e grado. Ovviamente 1l'insegnamento della Matematica & concepito se-
condo le concezioni che ahhiamo cercatc di presentare nella Parte I, e pre
cisamente nel Cap. I. Precisamente noi pensiamo che con l'insegnamento del
la Matematica si dovrebbe mirare ad allenare il discente alla analisi dei
procedimenti logici che si impiegano per la soluzione di un problema mate-
matico o tecnico, ed alla conoscenza della sintassi dei linguaggi che con-
ducono alla costruzione delle soluzioni, non tanto nella loro materialita,
ma piuttosto nei principi informatori.

Ovviamente, in questo secondo caso, il conseguimentoc del risultati
(radici delle equazioni, rappresentazione grafica delle funzioni, prospet-
tive delle figure spaziali, ed altre cose che vengono elencate nei catalo-
ghi delle macchine qualificate come “intelligenti®) interessa meno - ripe-
tiamo - della analisi dei procedimenti risolutivi e delle procedure per co
mandare alle macchine la ricerca e la elaborazione di certe informazioni
numeriche, logiche o di altro tipo.

Per queste ragioni vorremmo classificare i programmi che presenteremo
come di tipo "analitico-logico-formativeo"”; con essi si mira infatti, in
primo luocgo, alla formazione scientifica, alla analisi dei momenti logici
delle teorie e delle loro applicazioni. La capacitd di utilizzazione dei
vari linguaggi e delle procedure stabilite da altri viene in questo caso
conseguita come un sottoprodotto della analisi logica e della abitudine al
la trascrizione rigorosa dei procedimentl mentali, simbolizzati con i vari
linguaggi che si utilizzano per "dialogare” con le macchine dei vari tipi
e delle varie generazioni.

Ripetiamo che il nostro atteggiamento non significa tentativo di so-
stituzione dei programmi 4i tipo "illustrativo-addestrativo” di cui abbia-
mo gid detto. Noi pensiamo infattli che questi programmi abbiano un posto
ben preciso ed una loro efficac1§, soprattutto se ben fatti ed impiegati
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in modo intelligente: ma crediamoc pure che essi siano molto vicini a quel
la che si usa chiamare "“istruzione programmata" e che, in particolare,
non abbiano nulla a che vedere con la formazione logico-analitica che vor
remo dare con un diverso impiego delle macchine. Impiego che - ripetiamo -
non esclude 1l'altro, ma & sostanzialmente diverso e quindi pud essere con
dotto in modo parallelo a quello dei programmi addestrativi.

Per illustrare ulteriormente il nostro pensiero con un esempio bana-
le, consideriamo un problema che si incontra spesso negli esercizi dei te
sti di Matematica: il passaggio della rappresentazione di un intero con
le abituali convenzioni posizionali decimali alle convenzioni che utiliz-
zano un altro intero come base di numerazione; tale problema viene abi-
tualmente chiamatoc “problema del cambiamento di base”.

E' chiaro che un problema cosiffatto porge all'insegnate che sia col
to ed accorto molti spunti di formazione al pensiero matematico; per esem
pio la riflessione sulle convenzioni per la rappresentazione degli interi,
la riflessione sulle operazioni che conducono alla rappresentazione stes-
sa, la distinzione tra proprietia dei numeri che consequono dalla loro de-
finizione, e le proprieta della rappresentazione convenzionale, e cosi
via. Ovviamente questi spunti didattici sono molto pidl importanti del fat
to bruto, che per esempio il numero che con le convenzioni decimali viene
rappresentato con 15, con la numerazione in base 2 viene rappresentato
con 1111 e con la rappresentazione in base 3 viene rappresentato con 120.

Noi pensiamo che la utilizzazione del programma che trasforma la rap
presentazione di un intero da una base ad un'altra sia fatta ben raramen-
te: tra l'altro & noto che le macchine lavoranc in base 2 e trasformano
poi i risultati in una forma che & pid camodo per noi.

Ma pensiamo anche che sia istruttiva l'analisi dei procedimenti che
conducono da una all‘altra delle rappresentazioni.

Pare a noi che in un problema come quello del cambiamento di base (ed
in molti altri) si possano distinguere due momenti, i guali offrono all'in
segnante accorto e colto la possibiliti di una azione formativa. Tali mo-
menti nella pratica sono spesso difficilmente separabili, ma pensiamo che
sia opportuno distinguerli con una Snalisi logica, per poter prendere co-
scienza dei procedimenti che conducono razionalmente alla soluzione di un
problema matematico.

Il primo momento & ovviamente quello della rimeditazione delle legqgi
principali che reqggono la rappresentazione convenzionale deqli interi in

una certa base, ed anche la ricerca delle valutazioni approssimate dei nu
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meri razionali nella stessa base. Ricordiamo ancora una volta che tali con
venzioni sono basate sulle proprietd formal{ deli numer{ e delie loro ope-

razioni; quindi la rimeditazione sulle convenzioni di rappresentazione po

tra offrire la opportunitd di ricordare le proprietd formali dei numeri,

e di distinguere queste dalle proprieta che conseguono semplicemente dal-

le convenzioni di rappresentazione.

Un secondo momento & quello della effettuazione delle operazioni op-
pure della stesura del programma di soluzione. In questo momento 1‘inse-
gnante accorto potra attirare l'attenzione del discente sulle operazioni
elementari che conducono al calcolo o alla approssimazione delle soluzio-
ni, o comunque alla esplicitazione di informazioni che sono contenute im-
plicitamente nei dati del problema. Noi pensiamoc che questo sia un mamen-
to formativo molto importante, come lo & ogni riflessione sui procedimen-
ti mentali che noi consideriamo come "naturali” e che invece debbono tut-
ti essere presi in considerazione, ed esplicitamente camandati alla mac-
china.

Per esempio ogni operazione naturale, che nelle soluzioni “a mano"
consiste nella scrittura @i un numerc che & frutto di un calcolo interme-~
dio, deve essere esplicitata con la introduzione di tale numero in una me
moria dalla guale esso viene esplicitamente prelevato poi. Inoltre, per-
ché 1 calcoli vadanc a buon fine, & necessario che siano esequiti secondo
una rigorosa gerarchia logica; ed anche la ricerca di guesta gerarchia co
stituisce un esercizio utile per chi invece ha forse 1l'abitudine di ese-
guire i calcoli senza un ordine premeditato ed analizzato a priori.

Tuttavia - ripetiamo - non escludiamo che sia anche utile insegnare
agli alunni ad utilizzare i programmi gi3 fatti, che danno in pochissimo
tempo la rappresentazione di un numero da una base ad un'altra. Sclo os-
serviamo che gli scopi che ci si prefigge sono nei due casi diversi, e
che pensiamo utile precisare gqli scopi, per evitare le polemiche inutili
e vuote.

Analoghe considerazioni possono essere fatte a proposito degli altri
programmi che qui proponiamo. Pare a noi che sia interessante per la for-
mazione matematica dei discenti non tanto la utilizzazione dei programmi
quanto la loro costruzione; perché pensiamo che questa operazione debba
condurre necessariamente alla rimeditazione delle leggi fondamentali del-
la Matematica e gquindi al loro possesso sicuro; ed inoltre conduca anche
alla utilizzazione delle facoltd di invenzione e di sperimentazione, che
sono pure fondamentali per lo syiluppo della personalitd razionale del
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giovane.

2. - Relle pagine che seguono daremo qualche spunto di utilizzazione del-
le piccole macchine per l‘ingegnamento della Matematica, E' chiaro che da
remo delle indicazioni che vanno in direzicne diversa da quelle dei corsi
di informatica; questi sono infatti diretti ad addestrare gli utilizzato-
ri 4i macchine sémpn pid perfette, Invece - ripetiamc - pare a noi che
le macchine meno potenti e pid rudimentali possano servire di pid agli
scopi che abbiamo in vista, cio2 a dare una immagine della Matematica di-
versa da quella tradizionale, ed a formare alla analisi logica.

Spesso useremo il vocabolo "macchinette” per indicare questi appara-
ti, che sono nella maggior parte tascabili, anche quando permettono una
interessante programmazione.

E' praticamente impossibile passare in rassegna tutte le macchinette
che sono offerte sul mercato. Possiamo tuttavia pensare di poter dare una
classificazione abbastanza rudimentale distinguendo nelle macchinette esi
stenti tre livelli, che presenteremo qui 4i sequito, accennando per ognu-
no di essi le possibili utilizzazioni nell‘insegnamento. Ulteriori parti-
colari sulla utilizzazione saranno dati nei capitoli seguenti.

Ad un primo livello potremmo porre le macchinette tascabili che per-
mettono le sole operazioni razionali e la radice quadrata, con una scla
memoria. Queste macchinette sono state spesso sconsigliate, con la ragio-
ne che esse istigano alla pigrizia i ragazzi, che non vogliono neppure
pid fare la fatica di memorizzare la tavola pitagorica. Questa tentazione
4i pigrizia nell'esercizio si estende poi alle regole delle operazioni
aritmetiche.

E‘' chiaro che l'insegnante deve curare che questi{ difetti non si in-
staurino negli allievi, verificando per esempioc in pubblico ed alla lava-
gna che essi sanno fare speditamente le operazioni tradizionali.

Ma le macchinette permettonc di verificare con speditezza la validi-
td delle leggi formali (commutativa, distributiva, associativa) delle ope
razioni (scama e prodotto) dell'nriu;etica. Inoltre esse possono permette
re di verificare speditamente su numerosi esempi che le abituali procedu-
re per la asecuzione delle operazioni (somma, prodotto, sottrazione, divi
sione) non sono altro che applicazioni delle leggi formali dell'aritmeti-
ca e delle convenzioni decimali della rappresentazione dei numeri interi.

Le macchinette, inoltre, permettono di eseguire rapidamente e senza
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fatica le operazioni con le frazioni, evitando le ripetizioni di esercizi
concettualmente poco utili, come quelli che impongono di ridurre le fra-

zioni al minimo camun denaminatore ed altre prescrizioni che si incontra-
no di solito nei libri e che hanno il solo scopo di facilitare i calcoli,
evitando i numeri interi troppo grandi, ma che a volte attirano 1'atten-

zione del discente pid di altre prescrizioni, che sono veramente importan
ti ma che danno luogo ad esercizi meno noiosi.

Queste macchinette permettono anche di svolgere e di verificare la
validitad delle considerazioni sul calcolo approssimato e sul significato
delle informazioni che abbiamo svolto nel cap. V della I Parte e che rive
stono - a nostro parere - una importanza fondamentale per la formazione
matematica degli studenti.

Infine la utilizzazione delle macchinette, anche a livello elementa-
re, potrd rendere facile e spedita la introduzione di relazioni logicamen
te e concettualmente importanti, come guelle di congruenza e di omomorfi-
smo. La costruzione dell‘anello dei resti rispetto ad un modulo fissato,
e quindi le conseguenti operazioni @i cambiamento di base di numerazione,
possono essere oggetto di numerosi esercizi, ai cuali 1'impiego delle mac
chinette pud togliere ogni aspetto di fatica mentale o di noia, per la-
sciare soltanto la possibilita di apprendimento e @i utilizzazione dei
concetti.

Ad un secondo livello vorremmo porre le macchinette tascabili che
vengono qualificate come "scientifiche" nei cataloghi delle case costrut-
trici.

Le funzioni scientifiche abitualmente introdotte sono i logaritmi,
l'esponenziale, le funzioni trigonometriche e le loro inverse.

Queste possibilitd rendonoc superflue le ore di esercizio dedicate al
l'impiego delle tavole logaritmiche, che sono ormal da considerarsi supe-
rate, data l'approssimazione che si pud ottenere con una qualundque macchi
netta tascabile. Invece questa permettera di verificare direttamente le
proprietd formali della funzione logaritmo, e guindi d4i dare una idea pre
cisa del suwo impiego (numeri indici, ordini Ai grandezza, ecc.).

Sarad poi facile impiegare i logaritmi per i calcoli che non sono di-
rettamente possibili sulla tastiera (potenze con esponente maggiore di 2
o frazionario, radici con indice diverso da 2 o frazionario e cosi via).

In ogni caso la verifica del significato e delle approssimazioni pud
essere fatta frequentemente, in modo che si possano ottenere i vantaggi
della critica delle informazioni di cui i diceva sopra.
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Le funzioni trigonometriche poi possono permettere di superare le
vecchie esercfitazioni di lettura sulle tavole logaritmico-trigonometriche;
quindi gli esercizi di trigonometria possono diventare rapidi e comodi, in
modo che questo capitolo della geometria elementare riprenda le modeste
proporzioni che dovrebbe avere, e lasci il posto ad altri, concettualmen-
te pid formativi e pid interessanti.

ad un terzo livello vorremmo porre le macchinette programmabili, che
adottano vari linguaggi di programmazione (rella maggior parte dei casi
il BASYIC, in una delle sue numerose varianti).

A questo livello i pericoli di scambiare 1'insegnamento con 1'adde-
stramento sono maggiori che nei casi precedenti, ma i vantaggi che si pos
sono ottenere da un impiego intelligente sono pure grandi.

Infatti il momento della stesura di un programma costringe il soluto
re di un problema a vari passi logici; l'insegnante accorto si varra di
queste occasioni per far riflettere gli allievi sulle operazioni mentali
che conducono a ricercare una strategia risolutiva di un problema, ad ana
lizzare le procedure logiche che permettono il calcolo concreto dei risul
tati numerici, a valutare - ancora una volta - il significato e la porta-
ta dei risultati in relazione ai problemi concreti.

Non & neppure esclusa la possibilitid di adottare delle strategie nuo
ve di calcolo delle soluzioni, strategie che non sono applicabili a mano
perché richiederebbero dei calcoli troppo numerosi o troppo gravosi, ma
che sono pure concettualmente possibili e che sono realizzabili con le
macchinette programmabili.

Cosi, per le equazioni numeriche, si possono anche considerare non
pid tanto importanti le equazioni di secondo grado e le relative caterve
di esercizi sulla apvlicazione delle formule risolutive. Si possono esco-
gitare varie procedure per la soluzione di equazioni numeriche di grado
anche superiore al secondo, e quindi si pud ampliare di molto il ventaglio
degli esercizi e degli argomenti della fisica, della economia, della tec-
nica e cosi via, che possono servire per costruire deqgli esercizi interes
santi e stimolanti.

Ma occorre sempre che l'insegnante impieghi il tempo e la fatica ri-
sparmiati per insistere sulla discussione preventiva dei problemi, senza
affidare subito alla macchina la ricerca delle radicli o in generale delle
soluzioni, senza fare una analisi preventiva dei problemi, analisi che in
vece dovrebbe essere sempre fatta prima di interrogare il calcolatore per

la risposta.
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In altre parole, deve essere l'intelligenza che ricerca la risposta
e che chiede al calcolatore soltanto le informazioni materiali, non vice-
versa l'intelligenza che richiede al calcolatore un responso inappellabi-
le prima della analisi logica di un oroblema.

I programmi che presenteremo neil capitoli sequenti riguardano anzi-
tutto i calcoli con numeri interl, poi vari problemi che conducono a pro-

cedimentj di approssimazione di numeri reali.
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VIl - Calcoli con numeri interi

1., - Ricupero di informazioni

Un primo problema che si presenta aqli utenti di macchine elettroni-
che & ouello di ricuperare delle informazioni che la macchina non fornisce,
a causa delle sue dimensioni,

Per maggiore chiarezza della esposizione che segue, richiamiamo alcu-
ne convenzioni per la rappresentazione dei numeri interi e razionali.

Indicheremo con le lettere minuscole dell'alfabeto latino, distinte
tra loro da un indice in basso (a,, a, a2....), delle cifre di cui ci ser
viamo abitualmente per rappresentare i numeri: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, B,
9; inoltre, seguendo G. Peano e la sua Scuola, spesso indicheremo con il
sembolo X la base della nostra numerazione abituale, ciod il numero 10.
Cid permette di rappresentare un intero N come un polinomio nella X nella
forma, che é& spesso utile,

(1 N = anx +a X + .... +taX +a_..

porremo poi anche:
(2) Y = X~ = 1000.

Per semplicita supporremo di disporre di una macchinetta che ha un
visore (quello che alcuni chiamano "displav")su cui possono comparire B ci
fre; casi diversi si possono trattare con pochissime ed ovvie modificazio-
ni di ¢id che diremo.

In questa jipotesi, per cquanto riguarda la rappresentazione dei numeri
che vengono introdotti nella macchinetta, oppure sono i risultati di opera
zioni che questa eseque, cioé per quanto riguarda le informazioni che la
macchinetta stessa ci pud fornire, si possono presentare 1 sequenti casi:

i) il numero da raporesentare & intero e minore di Xa, cioé & rappresenta
to, mediante le ordinarie convenzioni, con 8 cifre al massimo; allora
la rappresentazione da la informazione completa del valore esatto del
numero considerato;

ii) il numero da rappresentare & intero ma non minore di xe; allora, nella

maggior parte delle macchinette, viene utilizzata la cosiddetta rappre
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III)

sentazione esponenziale: in altre parole, compare, a sinistra del vi-
sore un numero decimale, con 4 cifre al massimo dono il punto; nella
parte a destra del visore cowpare un intero (con non pid di 2 cifre)
che indica l'esponente della potenza del 10 per cuil deve essere molti-
plicato il numero che compare a sinistra per ottenere una valutazione
(ovviamente approssimata) del numerc da considerare.

Per esempio: se cerchiamo con la nostra macchinetta {1 numerc dato da.
(3) A = 9875462 x 3221458
si ottiene sul visore:

3.1813 nella parte sinistra e
13 nella parte destra.

Cid significa che la macchinetta non ci d3 una informazione completa
sul numero A, ma da soltanto il numero:

(4) A' = 3.1813 x X13

come valore - ovviamente approssimato - 4di A.

Il numero da rappresentare & razionale:; allora la macchinetta lo rap-
presenta in forma decimale. Cid implica che se le cifre della rappre-
sentazione sono in numero maggiore della capacita del visore, la mac-
chinetta presenta ovviamente solo quelle che corrispondono ai posti di
cui dispone. Tuttavia, se il numero & molto piccolo, allora la macchi-
netta lo rappresenta in forma esponenziale; ciod compare nei primi S
posti a sinistra un numeroc decimale con una cifra intera, e nei due ul
timi posti a destra compare un intero, a cui & premesso il segno meno,
che rappresenta l'esponente della potenza (negativa) del 10 per cui va
moltiplicato il numero di sinistra per avere un valore (ovviamente ap-
prossimato) del numero rappresentato.

Per esempio: se cerchiamo con la nostra macchinetta la rappresentazio-

ne del numero razionale B definito da:
(5) B = 1/9875462

si ottiene sul visore:
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1.0126 a sinistra e
- 07 nella parte destra.

Cid significa che la macchinetta ci d3 per {1 numerc B cercato {1l se-

guente valore (ovviamente approssimato)

(6) B' = 1.0126 % X .

Le osservazioni precedenti ci indicano la strada che porta a ricupe-
rare le informazioni che la macchina non ci dA a proposito delle operazio-
ni con numeri molto grandi che abbiamo indicato.

Invero quando si tratta, per esempio, del numero A, indicato nella
formula (3), basta rappresentare i due fattori come dei nolinomi in Y, nel

la forma seguente:

9 Y2 + B75 Y + 462

9875462
N
3 Y2 + 221 Y + 458.

]

\3221453

Bastera ora esequire il prodotto dei due polinomi, aiutandosi con la
macchinetta per calcolare di volta in volta i prodotti dei coefficienti
aventi tre cifre o menc. Ovviamente, a seconda delle caratteristiche delle
varie macchinette di cui si pud disporre, 1'operazione pud essere facilita
ta, evitando di imnostare ogni volta entrambi i fattori dei 9 nrodotti che
si debbono calcclare.

L‘operazione potrebbe essere eseguita per esempio nel modo mostrato
dalla tabella sequente:

¥ ¥ Y v ¥
»
1 29
] 1]
19) ”s
. n
1 a6
13 m
Y %0
0 39%¢
n "y % . »

Come si vede, la determinazione del numero A, senza alcuna perdita di in-
formazione, ¢ stata ricondotta al calcolo di cingue facili somme.
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2. - Punzioni monoargomentali a valori interi

Dedicheremc questo paragrafo alla presentazione di alcuni programmi
per i1 calecolo di funzioni a valori interi di numerl interi. Queste funzio
ni non sono sempre utilizzate nella didattica, forse perché il loro calco-
lo richiede computi spesso lunghf. Esse costituiscono quindi un primo esem
pio @i possibilita di utilizzazione delle macchine {(anche piccole) nella
didattica.

Indicheremo i vari aottoparagrafi con numeri progressivi dopo il pun-
to decimale che segue la cifra 2.

2.1. - Calcolo del fattoriale df un intero N

a) Programma in linguaggio BASIC (Olivetti M10)}.

99 sREMi1FATTL CALCOLA N!
100 : INPUT“N="3N
105 tA=}

118 :1B=}

113 :IF B>N GOTO13S
128 1A=A®B

123 1B=P+1

134 :GOTOI11S

133 :PRINTN

140 1PRINTA

143 1END

Il programma FATT1 calcola il fattoriale NI 44 un interc N. Si tratta
di uno dei pid semplicli programmi riguardanti funzioni intere monoargo-
mentali.

Si incontrano tuttavia i momenti elementari della programmazione: la op
portunitd di implegare due memorie: la A e la B; il che traduce in for-
ma esplicita 1l'operazione guasi automatica che esequiamo spesso scriven
do il risultato di una operazione, per utilizzarlo nel calcolo successi
vo.

Appaiono anche gli aspetti convenzionali della scrittura BASIC (120,125),
la operazione di confronto (115), che costituisce il procedimento prin-
cipale di queste macchine ed il fondamento della loro possibilitad; la
ripetizione delle operazioni (130) fino a che non si raggiunge il risul

tato desiderato, che viene presentato, insieme can i1 suo argomento
(135, 140).
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b) Programma per CASIO FX-602 P
Pud essere interessante ed istruttivo costruire il programma per il cal
colo della stessa funzione N! con altro linguaggio e per un‘altra mac-
china.
Il confronto mira a mettere in evidenza {1 fatto che, pur nella diffe-
renza dei modi di esprimersi, i nodi logici del calcolo della funzione
rimangono sempre gli stessi.
Accantc ad ogni commento abbiamo scritto i numeri delle istruzioni in

BASIC che figurano nel programma precedente.
PO MAC HLT Min 03 i Min 01 Min 02

La istruzione MAC libera tutte le memorie. La istruzione HLT fa una pau
sa, prima della scrittura del numeroc N, che viene introdotto nella memo
ria 03. Le costanti iniziali, di valore t, vengono introdotte in 01 e
02 (100,105,110),

LBL O (MR 00- MR 03) x>0 GOTO 1

confronto tra il valore di N introdotto in 03 ed {1 valore del contato-
re 00, che viene dato da 00, con la istruzione ISZ2 (115,125).

(MR O1 MR 02) Min Ot (120)

calcolo del valori successivi della funzione, per i1 fattore crescente

di una unita alla volta, secondo la istruzione sequente.
1 M+ 02 ISZ Goro 0

aumenta di una vnitd il fattore 02 della formula precedente, aumenta di
una unitd il contatore 00 e rimanda al orincipio del calcolo, salvo {1

confronto analogo alla istruzione 115,
LBL 1 MR O1 BLT,

Visualizza i1 risultato, quando il confronto dice che il numero dei ci-
cli & uguale al numero N stabilito all’inizie.

2.2, - Ricerca del minimo divisore di un intero A
Il programma fa passare metodicamente tutti gli interi minori di v A -
a partire da 2 in su. Se si supera YA viene visualizzata la scritta

"Primo". Altrimenti viene visualizzato il minimo intero N tale che la divi
gsione di A per N dia resto zero.
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Esempi: 1987, 9876543 sono primi.

a) Programma in linguaggioc BASIC (Olivetti M10).

99 :REM:DIVi MINIMO DIVISORE DI A
100 : INPUT"A="3A
185 1M=A

118 :B=SQAR(A)

128 :N=2

130 :1F N>B GOT0208
140 :C=A/N

141 1D=INT (D)

150 :R=A-D*N

168 :IF R=0 GOTO19@
170 :N=N+1

10 :GOTO130

198 :PRINTM,N

191 1STOP

200 :PRINTM,"PRIMO“
210 :€END

Il proqgramma precedente risulta abbastanza lentc, non appena il numero
A sia abbastanza grande. La durata pud essere diminuita quando si impon
ga al programma di esplorare non tutti i numeri interi minori di /A,
ma soltantc una parte di essi. Si osserva fnfatti che il divisore che

si cerca @ primo e che ogni primo & della forma:
1) R=6N 11

Infatti R, diviso per 6 non pud dare resto 2, né 3, né 4,

Si suppone che sul numero A siano gid stati provati i criterl elementa-
ri di divisibilitd per 2, 3, 5; quindi il programma parte da 7 in su.
Le istruzioni 125,130,140 fanno percorrere ad N tutti gli interi cre-
scenti da 3 in su; ma Q cresce di una unitd ad ogni due unitd di N, e
la 140 42 appunto tutti gli interi della forma (1), da 7 in su.

La 150 ferma la procedura se R ha superatoc /A , come & noto. La 160
calcola il quoziente tra A ed R; 170 ne prende la parte intera, 180 ne
calcola la mantissa, 190, 210 fanno ripetere la procedura se la mantis-
sa non & nulla, ciod se la divisione non & esatta, aumentando di una
unitad 1'indice N. 200 Visualizza il divisore trovato, 230 visualizza la
scritta "PRIMO" se non & stato trovato alcun divisore,.
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b) Programma per SHARP 1245 PC

100: INPUT "A=";A
105: B = /&

110 : 3

125 : P = N/2

130 : Q= INT P

140 : R = 6xQ «(-1)A(N+1)
150: IF R>B GOTO 230
160 : S = A/R

170:T = INT S

180: U = S-T*

190: IF U >0 GOTO 210
200: PRINT R

210: N = Nel

220: GOTO 125

230: PRINT " PRIMO™.

N

2.3, - Fenomeno aritmetico

Sia N un intero naturale maggiore di {. Si costruisca il numero N~
con le sequenti regole:
a) se N & pari, sia N* = N/2
b) se N & dispari, sia N” = 3N+1,

Si & sempre verificato, in tutti i numerocsissimi casi sui quall si &
egperimentato, che il procedimento termina ad 1 dopo un numero finito S di
passi, avendosi ovvismente S = S(N). Ma sulla funzione S(N) non si sa anco

ra nulla, salvo le proprietd ovvie, per esempio:
S(2N) =S (N) + 1.

Programma in linguaggio BASIC (Olivetti M10) per calcolare S(N).

99 :REM FEN1 : S(N)

1@ : INPUT“N=";N

120 :5=t

130 :F=N/2

148 : IFP=1 GOTO 250

15@ (R=INT(F)

148 :R=N—-Q*2

178 :1IF R=0 GOTO220 VERIFICA FAKRITA
188 :N=N#3 )
19@ :N=N+1

200 :5=5+1]

210 :60T0 130

220 :5=S+1

23@ :N=F

240 :GOT0O 1T0

29@ :FRINT §

260 :PRINT“END"

61 :END
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2.4. - Funzione P(N) di Eulero-Gauss

La funzione B(N) di Eulero di il numero dei numeri (interd naturali)
che sono minori dell'intero naturale N e che hanno con N MCD uguale ad !
{quindi compreso 1).

La formula che d4i il valore di @(N), quando si conosca la deccmposi-

zione d1 N in fattori primi & la seguente: se &

a a a

_ 2 r
1 N=p p, ....p
allora é:
(2) PIN) = N(l-l/pl)(l-1/p2)....(1—1/pr)

Per giungere alla (2) si pud sequire la strada seguente:
a) Anzitutto se N & un numero primo p tutti i numeri minori di N sono primi

con lui. Quindi é:

3 plp) =p-1

b) Se N & la potenza di un primo:

[
(N

(4) N=p2; a

i divisori di N sono soltanto le potenze di p con esponente minore di a:
tute! gli altri numeri minori di N sono ancora primi con lui. Quindi il
numero @N) & dato in questo caso da:

a a-1

(5) pe) = p’-p = N(1-1/p).

c) Supponiamo ora che N possa essere espresso come prodotto di due fattori

m,n primi tra loro:
(6) N=mn MCD(m,n) = 1.

Allora si ha:

(N P(N} = B(mn) = P(m) Pin).
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Per dimostrare la validitd della (7)si osservi che gli N=mn numeri da

1 ad N possono essere divisi in quattro classi:

i) quelli che hanno qualche fattore in comune con m ed anche con n; indi-

cato con A il loro numero, si ha:

(8) A={m-@pm}{n - B(n)} ;

ii) quelli che hanno qualche fattore in comune con m ma non con n; indica-

to 11 loro numero con B, si ha:

(9) B = @n) - (m - A(m)} :

iii) quelli che hanno qualche fattore in comune con n ma non con m; indicato

con C il loro numerc, s8i ha:

(10) c=¢gm «{n- B(n)}

iiij) quelli che non hanno alcun fattore in comune, né con m né con n; indi-
chiamo con X il loro numero.

Si deve ovviamente avere:

(11) N=mn=A+B+C+X

esequendo i calcoli, si ottiene la (7).
Esempio: sia N = 100 = 4 x 25.
Si ha: @(4) =2 ; p(25) = 20,

Esistono (4-2) x (25-20) = 10 numeri che non sono primi né con 4 né& con
25: sono i 10 multipli Qi 10; ci sono 2 x 20 = 40 npumeri primi con 2 ma non
con 5: sono i 50 numeri pari, da cui sono stati detratti i multipli 41 10,
gid contati; ci sono 5Sx2 = 10 numeri primi con 5 ma non con 2. In totale
si hanno 40 + 10 + 10 numeri che non sono primi con 100. I rimanenti 40 = 20x20
sono primi con 100.

Dalla (7), tenendo conto della (1) e della (5), si giunge alla (2).

Tuttavia l'impiego della (2) per il calcolo del valore della #(N) non
& molto comedo. Ocecorre quindi escogitare gqualche maniera indiretta per de

terminare il valore della funzione. Una strada che si potrebbe percorrere
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sarebbe quella di esplorare ogni numeroc intero minore di N, e contare quel
1i che hanno con N un MCD uguale ad 1. Questa strada conduce tuttavia a
calcoli abbastanza lunghi e deve utilizzare come subroutine un progyramma
che calcola il MCD @i due numeri (cfr. 3.2.).

Conviene quindi sequire la strada sequente: si esplorano i numeri mi-

nori di N, da 2 in su. Quando si incontra un divisore 2z, si calcola:

(12) NT = N(1-1/2) ;

si ricomincia poi l'analisi sul numero N~, ricercando tuttavia i fattori
primi "nuovi®, cioc® maggiori di quello trovato, ed eseguendo la operazione
(12) ; esauriti tutti i divisori primi di N il valore che si ottiene dalle
successive operazioni & quello di $(N), secondo la (2).

a) Programma in linguaggio BASIC (Sharp - PC 1245).

100: INPUT "N=";N

Introduzione dell'®argomento.

110: A=N , B=N

11 numero N viene introdotto nelle memorie A e B per gli scopi che se-~
guiranno.

112: D=0

Il valore nella memoria D servirda per il confronto 210.

115: c = /&

Il valore C serve per il confronto 125, che ferma la esplorazione dei
numeri interi minori di A quando si supera la radice di questo numero;
11 che risparmia tempo, quando si tratta di anmalizzare un numero primo
grande.

120: X=2

Inizio della procedura di esplorazione dei numeri minori di A.

125: IF X>C GOTO 190

Serve per abbreviare la procedura di esplorazione, come detto sub 115,
130: Y=A/X

140: =INT(Y)

150: U=Y-W

Queste istruzioni servono per cercare un divisore di A, attraverso il
calcolo del quoziente (130) e del resto (140,150).

160: IF U=0 GoTO 200
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b)

La condizione soddisfatta identifica un divisore di A. Se non & soddi-
sfatta si aumenta il divisore di una unitad e si ricaomincia.

170: X=X+1

180: GOTO 125

190: X=A

200: Z=X

205: W=A/X

190 viene da 125, e salta l'analisi di tutti gli interxi superiori a C.
200 introduce in Z il valore del divisore trovato e 205 calcola il quo-
ziente.

210: IF D-Z=0 GOTO 230.

verifica se il divisore trovato & "nuove"ise non lo & si salta la istru
zione successiva, altrimenti la si esegue.

220: B=B (2-1)/2

Si libera B del divisore Z e si moltiplica il risultato pex (2-1) (nume
ro dei numeri minori di Z e primi con lui, perchéd Z & primo).

230: IF W=1 GOTO 270.

Se il quoziente & 1, ¢id significa che si é giunti all'ultimo divisore
altrimenti si ricomincia, introducendo il quoziente trovato in A ed il
divisore in D per il confronto 210.

240: A=W

250: D=2

260: GOTO 115

270: Print B

280: END.

Programma per CASIO FX-6028

1 - MAC HLT Min 02 Min 04

Si puliscono tutte le memorje. Si introduce il numero da analizzare (in-
tero naturale) N in 02 e 04.

2 — LBL! 2 Min O1

Si introduce 2 in 01, per iniziare il procedimento di esplorazione dei
divisori.

3 - LBL O (MR 02/MRO1) Min 03

Si esplorano i numeri minori di N a partire da 2 e si verifica se il nu-
mero che si ottiene & un divisore, con la istruzione sequente:

4 - (MR 03 FRAC) X=0 GOTO 2
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Se il numero di 01 & un divisore, si passa alla istruzione 6. Se no si
aumenta di una unitad i} divisore e si ritenta, con la istruzione seguen
te:

5 -1 M0l GoTO O

6 - LBL 2 MRO1 MinOS

Si introduce il divisore trovato in 05, in attesa di usarlo, Si verifi-
ca se i1 divisore trovato & “nuovo" con la istruzione seguente:

7 - (MR 06 - MR 05) x»0 GOTO 4

In 06 & lo zero inizialmente, oppure il divisore trovato, introdotto
con la istruzione 10. Quindi la 7 istituisce un confronto tra il prece-
dente e quello trovato. Se il divisore che si trova & uguale a quello
precedente, si salta la istruzione seguente. Altrimenti la si esegue.

8 - (MR O4x (MR 01 -1) /MrO1) Min 04

Se il divisore D trovato & "nuovo" si opera sul numero N con la opera-
zione di divisione e di moltiplicazione per (D-1); il risultato lo si
introduce di nuovo in 04.

9 -~ LBL 4 (1-MR 03) x=0 GOTO 3

Si verifica che il quoziente trovato sia maggiore di 1 oppure no. Se &
uguale ad 1 il procedimento finisce con la istruzione 11, perché si &
esaurita l'analisi. Altrimenti s8i prosegque, introducendo il quoziente
trovato in 02, introducendo i1 divisore trovato, e gid introdotto in 05
con la istr. 6, nella memoria 06, per un nuovo confronto di tipo 7.

E si ricamincia il procedimento, partendo dal quoziente trovato.

10 - MR 03 Min 02 MR 05 Min 06 GOTO 1

11 - LBL 3 MR 04 HLT

Se i controlli 7 e 9 verificano che 1'ultimo quoziente é 1, si visualiz

za i) risultato delle varie operazioni B.

OSSERVAZIONE

Il programma pud essere miglioratc e reso pid rapido. Infatti la istr. 3
fa esnlorare tutti i numeri minori di quelloc contenuto in 02; invece ba
sterebbe far passare in rassegna soltanto quelli minori della radice
quadrata di quel numero. Il che renderebbe il programma pid rapido; in-
fatti quandoc N sia primo e grande, la rassegna di tutti i numeri minori
comporta molto tempo. Per es. per N=1987, la radice gquadrata vale meno
di 45. Quindi 11 tempo risparmiato & notevole.

Pertanto conviene utilizzare un‘altra memoria e modificare il programma

con le istruzioni che sequono. Si richiamano le istruzioni vecchie modi
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c)

ficate con lo stesso numerc, con asterisco. Quelle non modificate si in

tendono conservate. Le nuove vengono introdotte con la annotazione "bis".

17— MAC HLT Min 02 Min 04 Min 07

Ho bisogno &l un‘altra memoria in cui introdurre il dato N, per il con-
fronto che verra fatto con la istr. 3.

2 - Invariata

3¥- LBL O (MR 01 - MR O7/) -1) x>0 GOTO S

Qui si fa appunto il confronto tra i numeri che si costruiscono via via
in MR 0! e la radice del dato, o del qguoziente che si costruisce con la
istr. seguente,

3 bis - LBL 6 (MR 02 /MR 01) Min 03

Istruzioni da 4 a 9 compresa:invariate. La 10 diventa:

107 - MR 03 Min 02 MR OS5 Min 06 MR 03 Min 07

Infatti il quoziente ottenuto, che & in 03 deve sottostare alla analisi
che ricomincia, come da nuova istruzione 12 che vedremo sotto.

11 - Invariata

12 - LBL' S MR 07 Min 01 GOTO 6

Questa istruzione ha lo scopo di mettere in 01 (ciod nella memoria che
contiene il divisore esatto) il numero che & contenuto in 07, se nella
esplorazione si & superata la radice di 07. Altrimenti se in 07 & un nu

mero primo occorrerebbe lasciare che l'esplorazione arrivi fino a lui.

Interpretazione geometrica della funzione P(N)

Si consideri nel "geopiano" un quadrato 4i vertici O, A, C, B, tale che
si abbia OA = OB = AC = BC = N, si pud formulare il problema di trovare
sul lato AC un punto P tale che la retta OP non passi per alcun punto
del geopiano interno al quadrato.

E' facile dimostrare che il numero dei punti{ P sul lato AC & dato da
BN .
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d) Tavola della funzione B(M) di Eulero da 3 a 100.

I valori di @(M) sono ingeriti nelle caselle quadrate; ogni casella cor
risponde ad un numerc M la cul raporesentazione decimale & costituita
da due cifre: guella delle decine corrisponde alla riga della casella,
quella delle unitd corrisponde alla colonna della casella.
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-
0 2 2 4 2 6 4 6
1 1 10 4 12 6 8 ] 16 6 18
2 8 12 10 22 8 20 12 12 12 26
3 8 30 16 20 16 24 12 36 18 24
a 16 40 12 42 20 24 22 46 16 42 !
!
5 20 32 24 52 18 40 24 36 28 58 i
' !
6 16 60 30 36 32 a8 20 66 32 44 |
4
! |
7 24 70 24 72 36 40 | 36 60 24 78 |
! |
= }
8 12 54 40 82 24 64 | a2 56 40 22 |
|
9 24 72 44 60 46 72 32 96 42 60 |
|
10 40
2.5, - Gaussiano di un intero N nella base 10

Si chjama "gaussiano”™ di un fintero N nella base 10 il minimo intero

r tale che valga la relazione:
(1 10F =t (mod N)

E' noto che il numero r, quando N sia primo, di il numerc delle cifre
del periodo della rappresentazione decimale del numero 1/N.

Ricordiamo qui di seguf{to brevemente la dimostrazione di questo fatto.

Indicato con A un numero naturale, rappresentato nella forma abituale

con un allineamento di r cifre, si sa che il numero decimale periodico:
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(2) 0. (A) (periodo)
ha la frazione generatrice:
(3 A/ (10° - 1),

la stessa cosa potrebbe essere espressa in altro modo dicendo che il nume-
ro decimale periodico (2) & la rappresentazione decimale del ragionale (3).
Cosl, per esempio 79/99 & rappresentato in forma decimale da 0.(79). Que-
sta regola & insegnata nei libri di Aritmetica pratica senza soiegazione;
invero guesta implicherebbe la determinazione della somma della serie geo-

metrica:

r

072 L1073 4 .. ) =a 1071105

A(10T + 1

determinazione che non fa parte dei programmi attuali 4i Matematica elemen
tare.

Si consideri ora in particoclare un numero primo, che indicheremoc con
p, e che supporremo rappresentato in forma decimale con un allineamento di
(n+1) cifre. Si avrad quindi:

(4) 10" < p < 10™*
ossia:
(5) 107 10™p < 1

Il razionale 10"/p pud essere rappresentato in forma decimale periodi
ca del tipo (2); indicando con x il numero delle cifre del periodo, si
avrebbe quindi:

{6) 10%/0 = /(105 - 1)
ossia:
" 10" (105-1) =m0  (mod p).
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Escludiamo ora che si abbia p=2 oppure p=5, il che darebbe luogo ad
un numero decimale con un numero finito di cifre dopo il punto decimale,
cioc@ non periodico. Dalla (7) si ‘trae:

(8) 10°=0 (mod p).

A seguito di un classico teorema di Fermat, la (8) ha certamente la

gsoluzione:
(9) r=p-1

ma pud avere come soluzione un intero che sia divisore di (p-1); per esem
plo per p=13 si ha:

106 = 13,76923 + 1

Pertanto la determinazione dell‘intero r, che sia il minimo che soddl
sfa alla (1) deve essere fatta con un calcolo diretto. Si tratta di un ca-

g0 molto istruttivo 41 utilizzazione delle macchine calcolatrici.

a) Programma in lunguaggio BASIC (Olivetto M10)

Il programma calcocla i resti delle potenze del 10 rispetto ad N. Ottenu
to un resto (140) verifica se & uguale ad 1 (150); se si visualizza il
numero di operazioni, se no moltiplica per 10 e ricomincia (160-170}.

Ottenuto il resto 1 visualizza il numero di cicli.

99: REM.GAU1 =GAUSSIANO D1 N
100: INPUT"N='IN

118: A=N

120:B=10

125:F=1

130: C=B/A

135: D=INT(C)

14Q: E=B-A*D

150: IF E=1G0TO180

160: B=E+ 10

165:F=F+1{

17@: 6070 13@

18Q: PRINT"GAUSS ("N“)=“35F
18535 END
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b) Programma per CASIO FX-602P

Il programma analizza successivamente le potenze di 10 e ne calcola {
resti rispetto al modulo N, femaﬁdosi quando ha raggiunto il numero r
che soddisfa alla (1). Ma per evitare il calcolo di numeri troppo gran-
di, calcola il resto dopo ogni moltiplicazione.

1 - P3 MAC HLT Min 01 10 Min 02

Il numero N viene introdotto in 01 e il 10 in 02,

2 - LRL O (MR 02/MR O1) Min 03 (MR 03 INT) Min D4

Calcola la parte intera del quoziente tra la potenza di 10 ed il numerc
N. Se tale parte intera & maggiore di zero, si prosegue andando alla
istr. LBL 1 altrimenti si rialza la potenza e si ricomincia, contanto i
cicli:

J - (MRO4 ~-1) x2 0 GOTO I

4 - (MR 02x 10) Min 02 1IS2Z GOTO O

5 - LBL 1 (MR 02 - MR 01 x MR O4) Min 0S5

Calcolo del resto, quando esiste.

6 -« (1~-MR0S5) x=0 GOTO 2

Termina il procedimento quando il resto vale 1; altrimenti si moltipli-
ca il resto per 10 e si ricomincia, contando i cicli.

7 - (MR 05 x 10) Min 02 1IS2 GOTO O

8 - LBL 2 (1~ MROO) HLT

Il computo dei cicli di una unita in meno dell‘esponente di 10 che veri
fica la (1); donde 1l'addendo 1.

3. - Funzioni pluriargomentali a valori interi
3.1. - Massimo comun divisore 4i due interi naturali

Il programma calcola {1 massimoc comun divisore di due naturali M ed N
con l'algoritmo di Euclide delle divisioni successive.

La istruzione 140 calcola il resto della divisione tra M ed N; 1la 150
verifica se il resto & zero, ossia se la divisione & esatta: se si, si vi-
sualizza il risultato; se no si ricomincia (istr. 160,170).

- 59 -



Programma in linguaggic BASIC

Y9tREM . MASSIMO COMUN DIVISORE
180: INPUT “M=";M
1183 INPUT “N="3N
120: A = M/N

138:B = INT(A)
148:C= M -B¥N

15@: IFf C=@ GOTO 19@
160:M=N

1702 N=C

188: 607D 120

190: PRINT N

200: END

3.2. - Funzione P (N) 4i Eunlero-Gauss

a) Programma in linguaggio BASIC

Il programma calcola {1 valore della funzione @(N) di Eulero-Gauss di-
rettamente, secondo la definizione data in 2.4.: si esplorano metodica-
mente tutti gli interi minori d4i N a partire da 1 in su, e di ciascunoc
si calcola i) MCD con N (Subroutine 300-380); se questo MCD vale 1 se
ne tiene conto (150), altrimenti si pagsa all'intero successivo.

Programma lento, anche a causa della utilizzazione della Subroutine ad
ogni passo.

99 :REM.FI(N). FUNZIONE DI EULERO
100 : INPUT “"N=*;N
105 :Z=N

118 :F=1

115 :p=1

120 :IF B>=2 GDTO 17%
123 :1N=Z

125 :A=B

13@ :GOSUB 300

14@ :IF E>1 GOTO 140
150 :F=F+1

140 :B=B+1

170 :GOTO 12@

175 :PRINT F-1

18@ :END

300 :P=N/A

310 : Q= INT(F)

320 :R=N-A=Q

330 :IF R=@ GOTO 346@
34@ :N=A

345 :A=R

350 :GOTO3IP2

3460 :E=A

380 :RETURN
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b) Programma per CASIO FX 602P

1 - P3 MAC HLT Min 05

11 valore dell'intero N considerato & introdotto in 0S.

2 - 1 Min 06

Si parte con il valore a = 1, che viene introdotto in 06.

3 -1BL3 (MR O6 - MR 05) x20 GOTO 2

Istruzione che determina la fine del programma gquandoc a supera N,

4 - MR 0S5 Min 01 MR 06 Min 02 GSB P2

Introduce i datl nelle memcrie 01 e 02, che sono le memorie di partenza
della Subroutine P2 che calcola i1 MCD.

5~ (1 ~MRO02) 220 GOTO 4

Verifica se il MCD vale 1, cioé se a ed N sono primi tra loro.

Se non & cosi, si aumenta a di upa uwnitd e si ritorna alla istr. 3:

6 -1 M+¥06 GOTO 2

7 ~LBL 4 1 M+06 ISZ GOTO 3

Se 11 MCD vale 1, si conta l'evento (ISZ), ed ancora si aumenta a di
una unitd 06 e si ricomincia.

8 - LBL 2 MR 002 HLT

Alla fine del procedimento, determinata dalla istr. 3, si contano { ci-
cicli per cui MCD (a,N) = 1 e si ottiene il valore della funzione.

Subroutine per il calcolo di MCD (a,N)

9 - P2 MAC HLT Min O1 HLT Min 02

Introduzione dei due interi nelle memorie Ol e 02. ATTENZIONE!! Quando
P2 serve came subroutine di P3, la istr. 9 va cancellata, perché all'
uopo serve la 4.

10 - LBL O (MR 01 /MR 02) Min 03

11 - MR 03 FRAC x=0 GoTo 1

Verifica se la divisione & esatta.

12 - (MR 01 - (MR 02 x (MR O3 INT))) Min 04

Calcola 11 resto della divisione, quando questa non & esatta.

13 - MR 02 Min O1 MR 04 Min 02 GOTO O

I1 divisore e il resto vanno al posto del dividendo e del divisore, e
si ricomincia.

14 - LBL 1 MR 02 HLT

Se la divisione 10 & esatta, & stato trovato il MCD.

N.B, Se P2 serve come SBR dj P3, anche 1la {str. HLT va cancellata.

- 61 -



3.3. - Coefficientl binomiali

Il calcolo dei coefficlenti binomiall 43 luogo ad una procedura che &
la immediata applicazione del programma 2.1, che calcola il fattoriale Nt

di un intero N. Il programma accluso calcela 11 coefficiente binomiale:
[Xl + KZ] - (Kl + Kﬁ
K1 K2
secondo la nota formula:

(1) rKl + K2

W)= L+ KDY (1) W (R2Y)

Il programma utilizza {1 2.1 came Subroutine 905-940.

Questa Subroutine riproduce quasi completamente il programma FATT!; &

da osservarsi che la variabile A é stata trasformata in D, perché deve di-
ventare A soltanto con la istr. 935, che la mette nella forma che pud esse-

re utilizzata dal programma completo.

a) Programma in linguaggio BASIC (Olivetti M10)

199 1REMICK1K2 CALCOLA(KL+K2) ! /K1 ' a2
200 1 INPUT"Kl=" ;K1
201  INPUT"K2="3K2
203 i1 N=K1

210 1GDBUB9@S

213 Hi=A

228 1N=K2

225 160SUB9@3

230 1H2=A

235 tN=K]1+K2

240 1G0OSUB9@3

243 1H3=A

250 1CK=H3/ (H1#H2)
255 1PRINTCK

246@ 1END

9a3 tD=1}

91@ :B=1

915 1 IFBO>N GOTO933
920 D=D#B

925 1B=b+1

930 1GOTO?13

933 1A=D
Qan - RFTIIRN
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b)

c)

OSSERVAZIONE

La utilizzazione della formula (1) che AA il coefficiente binomfale pud
condurre rapidamente a numeri molto grandi, come (X! +XK2)!{, che eccedo-
no la capacitd della macchina. Conviene quindi utiligzzare il programma
che segue, che evita il calcolo di numeri grandi.

Programma in linguaggio BASIC (Sharp 1245 PC)

600 : INPUT "™N=";

610: INPUT "K=";K

615 : A=N; B = N-X

620: N= K+1

625 : Q=N

630:IF N> =A GOTO 670
640: N = N+1

650: Q = Q¥ N

660: GOTO 630

670: K=1

675: P=X

680: IF X »=B GOTO 720
690: X = K+1

700: P = P¥K

710: GOTO 580

T20: R = Q/P

730 : PRINT R
740 : END

verifica della formula:

N
r cmx
K=0

N
]

Infatti {1 secondo membro & lo sviluppoc della potenza del bincmioc (1+1)
secondo la nota formula del binomioc di Newton.

Qui il programma precedente serve cm;: subroutine, partendo da 615.
Ovviamente vanno soppresse le istruzioni 730,740 e sostitulte con:

740: RETURN

Programma:

750: INPUT “R="; N
760: m =20
Si introduce una nuova variabile M, che sard 1’indice della scmatoria.
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765: S=0

valore iniziale della scuma.

770: IF M> = N GOTO 830

Istruzione per il termine AQel procedimento quando l'indice della somma-
toria ha raggiunto il valore massimo.

780: K=M

51 chiama X l'indice della sommatoria per poter utililizzare la subrou-
tine, che lavora con questo indice.

790: GOSB 615

Calcola 1l coefficiente binomiale corrispondente al valore K.

800: S=S+R

Aggiunge un addendo alla somma 5, e precisamente il valore R calcolato
dalla Subroutine.

B10: M=M+!

Aumenta di una unita l'indice della sommatoria.

820: GoOTO 770

Ripete {1 procedimento.

B830: Print 1+sS

B40: END.

OSSERVAZIONE

Programma molto lento, come era da attendersi.

Interpretazione geametrica dei coefficienti binomiali.

Come @ noto, 1l coefficiente binomiale dato dalla (1) pud essere pensa-
to come la risposta al problema geometrico seguente: nel geoplano, ri-
ferito a coordinate intere K1, K2, contare quanti sono i camminl che
portano dall'origine al punto (K1, K2) e sono costituiti da segmenti
unjitari positivi, paralleli agli assi.
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x2 1

4 K1

3.4. - Funzione di Legendre

Abbiamn chiamato “"funzione di Legendre” ed indicato con 11 simbolo
L(N,p) la funzione che dA l'esponente della massima potenza del numero pri
mo p che divide Nl (cfr. 1l'articolo di U. Scarpis "Numeri primi ed analisi
indeterminata™ in "Questioni riquardanti le Matematiche elementari™ di F.
Enriques, Parte III - Art. XXIV).

11 valore di tale funzione & dato da:

™
1) L(N,p) = I Int(N/pi)
i=1

a) Programma in linguaggio BASIC (Olivetti MI0)
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b)

$9: REM: LEG 1 =LEGENDRE
10@: INPUT"N=*"3 N

185t INPUT"P="; P

1@612 T=0

110: A=1

12@: Q@=P"A

13@:R=N/0Q
140:S=INT (R)

150: T=T+S

160: IF S=@ GOTO 19@
170: A=A+1

180: GOTO12Q

19@3: PRINT L ("N ,“P")="3T
200: END

Programma per CASIO PX 602P

1 - P4 MAC HLT Min Ol HLT Min 02 1 Min O3

Si introducono i nmmmeri N e p (primo) rispettivamente in 01 e 02. In
03 si mette 1, che & il primo esponente da utilizzare.

2 - LBL O (MR 02 x¥ MR 03) Min 04

Costruzione delle successive potenze 41 p.

3 -~ ((MR O1/MR 04) INT) Min 05

Calcolo della parte intera della divisione di N per la potenza di p.
4 - MROS M +06

Accumulo dei risultati in 06.

6 - -MR 05 x &0 GOTO 1

Valutazione della parte intera del quoziente, per fermare il procedimen
to gquanto tale parte intera & zero.

7-1M+0) GOTO 0O )

Se l'ipotesi analizz;ta nella istruzione precedente non vale, calcolo
della potenza successiva di p e ripresa del ciclo di operazioni.

8 - LBL | MR 06 HLT &

Visualizzazione del risultato finale.
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3.5. - Equazione di analisi indeterminata
Sia da risolvere in numeri interi 1‘equazione:
(1) AX =1 (Mod M) (A,M interi)
E' noto che un celebre teorema (di FRulero-Fermat) afferma che si ha:

A P (M) (Mod M)

n

(2)

quando A ed M sono primi tra loro; se invece A ed M non sono primi tra lo-
ro, la relazione (1) non pud sussistere per nessun intero X.
Pertanto, in forza della (2), quando la soluzione esiste, potrebbe es

sere data dalla formula:
(3) x = aPM)-1 (Mod M)

Tuttavia la utilizzazione della formula (3) potrebbe essere scamoda;
angitutto perché essa richiede il calcolo della funzione @#(M), e poi per~
cheé 1 numeri che danno le potenze di A potrebbero diventare grandi, e su-
perare la capienza della macchina. Conviene quindi calcolare direttamente
le potenze successive di A, calcolando ogni volta il resto della divisione

per M, fino a che si incontra i1 resto 1.

a) Programma in linguaggio BASIC (Olivetti MI10)

Le istruzioni fino a 180 calcolano il MCD tra R ed M; se questo & mag-
glore di 1 i due non sono primi tra loro, ed il programma visualizza
“NO ROOT".

Il calcolo delle successive potenze di A e dei resti delle divisioni
per M incomincia con la istruzione 200; X & un contatore, che visuvaliz-
za il numero di cicli fatti e che da la minima potenza di A che di re-
sto 1 modulo M (gaussiano 4i M nella base A, Cfr. 3.2.).

Il programma visualizza alla fine la soluzione della ecuazione (1) ed

11 numero di cicli, che & avviamente un divisore di P(M).
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99:REM:AINI=ANAL IST [NDETERMINATA
100: INFPUT"A="¢A
110: INFUT“M="3 M
11S:F=A

116:2N=M

12@12B=M/A
130:C=INT(B)

1402 0=M-A*C

15@: IFD=@ GOTD16@
160: M=A

161:A=0
170:GDTO 12@
18@:E=A

19@: IF E>1 GOTO 310
200: X=1

2@5: P=F

21@: [F F>N GOTO 240
219: X=X+1

22D: F=F #P

230: GOTO 21@
240:G=F/N

25@: H=INT (G)

26Q: K=F—-N#H

27@: IF K=1 GOTO3bO
288: R=K

281:F=R

29@:GOTD 21@

3@A: PRINT R
301:PRINT X

3082: 5TOP

31@: FRINT"NO ROOT"
32@: END

OSSERVAZIONE

Risolvere la (1) eguivale ovviamente a risolvere 11 problema @i analisi
indeterminata di 1°grado, che consiste nel cercare gli interi X,Y tali
che si abbia:

“) AX - MY = 1

Esempl di coppie di interi che sono reciproci rispetto ad un modulo M.

M A X
40 7 23
75 7 43
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99 13 61

s 19 25
83 43 56
101 43 47

3.6. ~ Ricerca di terne pitagoriche di numeri naturali

Come & noto, si chiama "pitagorica™ una terna di interi A,B,C tali

che sia:
1) P +B =¢C
La ricerca delle terne pitagoriche di interi & stata oggetto di ricer

che fino dalla pid remota antichitld. In Diofanto si trovano le espressioni

di terne di interi, che si possono tradurre in notazione moderna con le

formule:
( a=u-w
(2) {
{ B=2MN M>N,
1
It Cc = n2 + N2
In particolare, guande si ponga:
r
: M =P+ 1
§
(3)  N=p
si ottengono le terne del tipo:
7 OA=2P + 1)
'
(4) 1 B =2P (P+1)

2P2+2P+1

0
]

che danno le misure (intere) deji cateti e dell'ipotenusa dei triangoli ret
tangoli tali che un catetoc differisca di una unita Adall’ipotenusa.

Si pud notare tuttavia, che le formule (2) non forniscano tutte le
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terne pitagoriche. Infatti, per esempio, la terna ( 9,12,15)non si pud otte
nere con la (2).

Infatti non si pud avere:

(5) 9=2M N
e quindi pud essere solamente

{6) 12 =2 MN
ma deve essere

(7 M >N

e questo & possibile soltanto con M =3, N = 2 e questi valori danno la
terna (5,12,13).

Se guindi non si vuole lasciarsi sfuggire alcuna terna pitagorica,
conviene fare una ricerca diretta. Cid pud essere fatto con il seguente

programma, che ricerca tutte le terne 4i interi (A,B,R) tali che valga la:

(8) A" + BY =R

imponendo come limite superiore il valore di:

9) A+ B

Programma in linguaggio BASIC (Sharp PC 1245)

100: Input “N="; N

Impone il limite superiore della somma A+B,

120: c¢=3

Valore di partenza della somma A+B,.

130: IF C > N GOTO 270

Istruzione per la fine del procedimento gquanto si & superato 1l limite N.
140: A=}

Inizio del procedimento di ricerca.

150: IF A > C/2 GOTO 230

Evita le ripetizioni, cioé lo scambio dei valori trovato A e B.
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160: B=C-A

Calcola la differenga tra il valore di B e gquello della somma impoata A+B.
170:  s=a’+n?

Calcola la somma del quadrati.

180: R = /5

Calcola la radice quadrata della somma S.

190: vV=R-INT(R)

Calcola la mantissa di R. Se guesta & zero, allora R & un guadrato perfet-
to e sl passa alla istr. 250, come da istruzione seguente:

200: TP v=0 GOTO 250

210: =A+1

Se la mantissa non & zero, allora R non & un quadrato perfetto e si rico-
mincia con un valore di A aumentato 41 una unita.

220: GoTrO 150

Esaurita la ricerca con un dato C, come da istr. 150, si aumenta C e 81 ri
comincia.

230: C=C+1

240: GOTO 159

Quando si & trovato un quadrato perfetto per R sl visualizzano i risultati.
250: PRINT A

255: PRINT B

260: PRINT R

S1 ricomincia la esplorazione.

265: GOTO 210

Quando la somma A+B ha superato il limite N prescritto si visualizza la fi
ne del procedimento.

270: Print "END"

280: END.

Terne pitagoriche di interi Az + Bz = C2, ordinate secondo la scmma S = A+B
del cateti. Il segno + indica una terna i cul tre numeri non hanno alcun
fattore camune; 1l segno = indica che tra l'ipotenusa ed uno del cateti vi

e differenza di una unita.
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»
w
(2]
0
»
w
(2]

7 3 4 5 + 77 kk) a ss
14 6 ] 10 7 16 63 &5 .
17 s 12 13 -~ a2 40 42 s8
2t 9 12 15 84 36 48 60
23 8 15 17 + 8s 25 60 65
28 12 16 20 89 33 56 65 .
3 7 24 25 4+~ 9 19 52 65
EY 10 24 26 92 32 60 68
as 15 20 25 23 3 2 R
a 20 21 29 + 94 4 70 74
42 18 24 30 97 13 84 8s +”
4% 16 30 34 1] 18 80 82
46 12 s » + 98 42 56 70
4 9 4« 4 -

49 21 28 35

5t 15 36 9

56 24 32 40

60 14 48 S0

63 27 36 45

68 20 48 52

69 24 'L 51

70 30 40 50

71 11 60 61 +
7n 28 45 s3 +

3.7. - Cambiamento di base ner la rappresentazione degli inter{

Abbiamo gid accennato al problema del cambilamento di base (cap. VI,
par. 1.) e sulle opportunitd che sl possono trarre da questa operazione
per riflettere sulle proprieta formali delle operazioni e sulle convenzio-
niche si usano per la rappresentazione degli interi e delle operazioni su
di essi. Siamo anche ritornati sull’argomento nel par. | di questo capito-
lo; la formula ()) Al tale paragrafo mostra che le cifre della rappresenta
zione di un intero N in una base X si possono calcolare a partire dalla
prima a destra nel modo sequente: la prima cifra & ovviamente i1 resto del
la divisione N per B. La seconda cifra si ottiene dividendo i1 auoziente
per la base X e ricaminciando sul nuove numero la operazione. Con le cifre
trovate via via si pud ricostruire la rappresentazione del numero N nella

nuova base, operando sulle cifre come se fosserc clifre della rappresenta-
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zione abituale in base 10. Il ritorno dalla base X alla base 10 si fa con
operazioni inverse, a partire dalle cifre della rappresentazione in base B.
La valutazione di N sl ottiene ovviamente calcolando il valore del polino—
mio (1) del par. 1. ponendo B al posto di X.

Le due operazioni, di passaggio dalla base 10 abituale alla base B e
di ritorno dalla base B alla base 10 sono programmate nei programmi BAS1 e
BAS2 rispettivamente.

In BAS! le istruzioni 110-130 e poi quelle 140-152 calcolano le varie
cifre della rappresentazione in base B. La 120 fa ultimare l'operazione
quando si & ottenuta 1l'ultima cifra; la 135 ricostruisce la rappresentazio
ne di N nella nuova base, secondo le osservaziéni che abbiamo fatto sopra.

Analoghe considerazioni si possono ripetere per il programma BAS2.

Per semplicitd i programmi sono stati costruiti per una base B minore
di 10, Infatti la utilizzazione 4i una base maggiore 4i 10 richiederebbe
la introduzione Al nuovi simboli per i numeri superiori a 9; quindi la ope
razione di cambiamento di base, anche se concettualmente non diversa da
quella considerata nei programmi allegati, porterebbhe materialmente a cam-

plicazioni di rappresentazione.

a) BAS1, programma in linguaggio BASIC (Olivetti M10)

99 :RER:BAS1=CAMBIAMENTOD DI BASE
100 : INPUT"N=":;N‘'DATO

1@5 1 INPUT"B=" ;B NUOVA BASE
110 2=

111 :Y=P

115 1C=sN/B

120 :IF C=0 GDTO15S

125 :D=INT(O)

13@ 3R=N-D#*B 'RESTO

135 :YaY+R%*10"2

14Q 1U={(N-R)/B

145 :N=U

158 :2=Z+1

152 :60T011S

155 :sPRINT Y

14@ :BEEFP

161 :END
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b) BAS2, programma in linguaggio BASIC (Olivetti M10)

39 :REM:BASZ.RITORND ALLA BASE 10
109 : INFUT"M=":M DATO
105 : INFUT"B="; B BASE
112 ;7=

111 :¥Y=0

115 :C=M/10

129 :1F C=0 GOTO 155
125 :D=INT(C)

138 :R=M-10%D

135 1 Y=Y+R#*B"1

14@ :U=(M—-R) /10

145 sM=U

158 1 I=I+1

132 :607T0115

155 :PRINT Y

1648 :BEEF

161 :=:END
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VIII - Calcoll con valor! approssimati

1. - Calcolo della costante di Archimede

1.1. - Il problema della determinazione di n

Richiamiamo brevemente cid che 2 stato detto nel cap. IV della Parte I
a proposito del significato della cperazione di riscluzione di un problema
matematico: si tratte di migliorare le informazioni che si hanno; ma si
tratta anche di non fornire mai delle informazioni false o illusorie, come
pud accadere quando si forniscono delle cifre che non hanno significato,
come abbiamo osservato ripetutamente.

Riteniamo che la riflessione sul problema della determinazione della
costante di Archimede sia molto utile per dare un'idea precisa del signifi
cato di questi enunciati, per la importanza che, durante la storia della
Matematica, ha avuto il problema della quadratura del cerchic e per la sug
gestione che questo problema esercita ancora oggi sul profani.

51 suole chiamare "costante di Archimede" ed indicare con il simbolon

{pigreca} il rapporto tra la lunghezza della circonferenza e guella del
diametro {0 - se si vuole - della semicirconferenza al ragglo).

In base a noti teoremi di Geometria elementare, tale costante & ugua-
le anche al rapporto tra l'area del cerchio e guella del quadrato che ha
per lato il raggio del cerchic stesso.

Queste proprietd della costante pigreca sono state utilizzate fino
dai primordi della vita civile per stimare il valore della costante stessa.
Gid nella Bibbia (III Libro dei Re, Cap. VII, 23 e sqq. e nel passo paral-
lelo del Paralipomeni, Libro IT, Cap. IV, 2) si trova detto, nella descri-
zione della costruzione del Tempio di Gerusalemme, che l'architetto (Hiram
di Tiro) fece un "mare" {un bacino} di bronzo, che aveva un diametro di 10
cubiti e che veniva circondato da una cordicella lunga 3C cubiti. Dal che
gli storici deducono che a guei tempi la circonferenza venisse stimata lun
ga 3 volte i1 diametro; il che rappresenta una stima molto grossolana, se
si pensa che cld equivarrebbe a “confondere™ la circonferenza con-l'esago-
no regolare inscritto.

Documenti egiziani inducono a credere che gli Egiziani utilizzassero
procedimenti equivalenti ad adottare per W un valore che pud essere

espressc, in notazioni moderne,lcon la formula:
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(1) N = 4(3/9)2 = 3.1604 ...

e quindl con un errore, per eccesso, minore di 0.02. Lo storico G. Vacca
ha cercato di escogitare una splegazione di questa valutazione di pigreca
da parte degli Egiziani, supponendo che essl prendesseroc in considerazione
la figura ottenuta da un quadrato e dal quarto della circonferenza che ha
11 suo centro in un vertice ed ha per raggic il lato del quadrato.

Diviso 1l lato di questo in 9 parti, e di consequenza 11 quadrato
stegso in 81 gquadratini parziall, si pud "stimare" ad occhic la superficie
coperta dal quarto di circonferenza come data da 64 quadratini, valutando
un certo compenso tra le parti del quadratini attraversate dalla circonfe-

renza lagsciate fuorl da gquesto camputo e gquelle rimaste nell'interno.

[~

AN

(S1 veda per es. I. Ghersl - Matematica dilettevole e curicsa - Milano,
Hoepli, 1929).

Archimede, 1l grande gecmetra siracusano, diede per 7 una valutazio-
ne che pud essere espressa dalle limjtazicni seguenti:

(2) 22/7> W > 223/71
Il metodo seguito da Archimede per raggiungere il risultato esposto
fu di inscrivere e circoscrivere alla circonferenza del poligoni regolari,

valutando 1 perimetri di questi, ed osservando che ovviamente la lunghezza
della circonferenza & compresa tra guella del perimetro di un poligeono in-
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scritto e quello del corrispondente poligono regolare circoscritto, avente
lo stesso numero di lati.

Nicold da Cusa (Cardinale Nicolaus Cusanus: 1401-1464) diede un altro
metodo per la valutazione di T , metodo che viene richiamato came "metodo
degll lsoperimetri™ (cfr. U. Casgina - Calcolo numerico - Bologna, 1928).

I tre metodi ora esposti possono dare luogo a programmazioni su picco
le macchine tascebill programmabili, perch® fanno ricorso a considerazioni
di Geometria elementare.

Ricordiamo che & stato dimostrato da lindemann del 1882 che ¥ & un
numero "trascendente™, clo® che non pud essere radice di una equazione al-
gebrica a coefficienti interi; segue da qui, in particolare, che il proble
ma della "quadratura del cerchio™, cicé della costruzione con riga e com—
passo, del lato del gquadrato che ha area uguale a quella di un cerchio di
dato lato, non & risolubile, contro la copinione di tanti fissati che anco-
ra oggi si illudono di poter dare una risposta elementare a questa intrica
ta questione.

Si conoscono oggi milioni di cifre della successione della rappresen—
tazione decimale di T ottenute con l'impiego di potenti macchine calcola-
trici. Le prime 707 cifre decimali sono state ottenute da Shanks nel 1873

e sono date dalla tabella seguente:

x = 3 14109 20530 89793 23540 26433 83379 50289 {1971 85399 37610
58209 74044 D200 78164 00284 20880 55280 34826 J4211 7067
82148 06851 32823 08847 (H384 46006 5OGEZ 23173 53504 00128
48111 74502 84102 70103 85211 05500 04402 28480 51430 35106
44288 10970 866D S4441 28475 (4423 IT7867 BI(60 27120 19001
40648 GE692 34604 48410 46432 4648 14393 60726 02491 41273
72458 70068 063LH GHULT 488L6 20920 BG2H2 42N40 L7156 38438
78025 90360 01133 08308 R0 JGG52 13441 40001 94151 L6004
83087 £7036 5T506 91963 09238 61173 81933 81179 31051 18548
07446 23799 62740 BBTS5 18807 52724 BY122 7438( 83011 94918
8546 TH362 44080 60430 Stkrzl SUHOL GOD2S {B07T 23004 346285
83006 G027 HOOSY O70U6 D502 DAT749 ve20U 07407 03041 23568
86199 BL100 89202 38377 02131 41884 L1002 6858 25446 B1638
79990 48007 00081 70020 63123 77387 34208 41307 91451 18308
05709 85 ...

Daremo qui di seguito alcuni metodi per la determinazione di valori

approssimati della costante di Archimede .
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T metodi che esporremo richiedono soltanto considerazioni di Geometria
elementare, e pertanto sono utilizzabili nelle scucle dell'ordine medio. La
ripetizione dei calcoli che essi richiedonc rende particolarmente istrutti
vo 1l'impiego delle piccole calcolatrici e permette all’insegnante accorto
di distinguere, ancora una volta, tra il livello dei concetti teorici e
guello della esecuzione materiale del calcoli, mettendo in evidenza la pos

sibilitd di utilizzazione intelligente dei nuovi mezzi di calcolo.

1.2. - Metodo degli isoperimetri

Questo metodo é fondato sulle relazioni che legano i raggi e gli apo-
temi di due poligoni regolari isoperimetri, di cui 1'uno ha un numero dop-
pio di lati dell'altro.

A tale proposito & ben noto che se r ed a indicano il raggioc e 1'apo-
tema di un poligono regolare di n lari, ed r' ed a indicano il ragqio e
1'apotema del poligono regolare di 2 n lati ed isoperimetro al poligono

precedente si ha:

(3 a' = {(a+r)/2 ed ' = ra

Sianoc AB il lato od O il centro del poligono dato. Allora se OC @
perdendicolare ad AP, dalla figura si ha:

oC =r, oG = a.

Se D ed E sono i punti medi delle corde AC e BC si ha: DE = AB/2 = la

to del poligono regolare che ha lo stesso perimetro e numero di lati dop-
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pio di quello dato.

D'altra parte:

DO = AOB/2
quindi:
oD =r ed OF = a',
Oras
OC = OF + FG , oG = OF - FG ,
quindi:

OF = {0G+0C)/2 ossia: a' = fa+r)/2

Inoltre, dal triangolo rettangolo ODC, si ha:

f_‘)'[-)2 = OC x OF, cioé: - r a'

c.d.d.

Quindi 1'apotema del nuovo poligono, che ha lo stesso perimetro ed il
numero di lati doppio, & la media aritmetica tra il raggio e 1l'apotema del
poligono di partenza; il raggic della circonferenza in cui tale poligono &
inscritto ¢ la media geometrica tra il raggio del poligono precedente ed
il nuovo apotema trovato.

Ripetendo il calcolo, si ottengono dei valori sempre pil approssimati
de]l raggio della circonferenza la cui lunghezza si approssima sempre di
pid a quella del poligono di partenza (e di tutti i succesr,ivi)’.

Nei programmi che presentiamo qui di seguito si parte da un gquadrato
circoscritto a una circonferenza di raggio unitario. Quindi il primo apote
ma vale 1 ed il primo raggio vale v2 . la lunghezza del perimetro vale ov

viamente 8.

a) Programma in linguaggio BASIC (Sharp 1245 PC}

100: A=1

110: B=/2

Introduzione dei dati iniziali.

120: cC=(A+B)/2

Calcolo della media aritmetica.

130: D= /BxC

Calecolo della media geometrica tra il secondo valore dato e quello tro-

vato in 120.
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b}

140: E=4/D

Calcolo del rapporto tra la lunghezza del poligono (dimezzata) ed il
raggio; questo rapporto tende verso il valore di pigreca,

150: PRINT E

Visualizza il valore trovato.

160: A=C

170: B=D

Introduce i due valori trovati nelle memorie iniziall A e B per poter
ricominciare.

180: GOTC 120

Ordina di ricominciare.

Dopo 14 passi si arriva al valore 3.14159265.

Programma per CASIC FX 602P

1 -P3 MC 1 HMin 01 2/ Min 02

La istruzione MAC azzera tutte le memorie. Le altre due introducono i
valori 1 e /Z nelle memorie 01 e 02 risnettivamente,

2 - LBL 0 (MR 01 + MR 02}/2) Min 03

Calcola la media aritmetica e la introduce in 03.

3 - ({MR 02 x MR 03) /) Min 04

Calcola 1a media geometrica tra il valore trovato con 2 e 11 valore pre
cedente.

4 - MR 04 HLT

Visualizza il valore trovato.

5 - MR 03 Min 01 MR 04 Min 02 GOTO O

Introduce 1 due valori trovati nelle memorie di partenza e ordina di ri

petere i1 calcolo.

Dopo 14 passi 1l risultato si stabilizza in 1.273239546.
E' questo 11 valore del raggio r che di la lunghezza della circonferen-
za uguale ad 8. Quindi si ha:

7= 4/r = 3.14159265.

1.3. - Metodo del perimetri

%

E' questo 11 metodo adottato da Archimede, che conduce a valutare la
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lunghezza dei perimetri dei poligoni regolari inscritti e circoscritti ad
una medesima circonferenza di dato raggio; la lunghezza della circonferen-
za & ovviamente compresa tra quelle deil perimetri dei poligoni inscritti e
circoscritti.

Il calcolo si fonda sulle seguenti considerazioni:
se a ed a, sono i lati di duwe poligoni regolari inscritti in un cerchio di
raggio 1, di cul il secondo ha un numero di lati doppio del primo, dalla

geometria elementare, si ha:

(4] a2=v‘2-v‘4-a.

: L

Thmmanabant

i
. l'.'- ~

Trrenl gt

Infatti AC ¢ medio proporzionato fra il diametro e CE,o0ssia:

a22 =2{1-0CE) = 2 -2 CE.
Ma:
e =/ 1 - al/a
quindi-:
5.22 =2 - /4-.32

e quindi la (4).
D'altra parte & noto che fra i dati a' ed a di due poligoni regolari
dello stesso numero di lati, il primo circoscritto ed il secondo inscritto

in un cerchio di raggio 1, passa la relazione:

(15) a' = 2 a/f 4—a2,
c L 2

o' =0 a=db

- 81 -



Programma in linguaggio BASIC {Olivetti M10) per l'applicazicne delle for-
mule precedenti:

99:REM: RETTIFICAZIONE CON PERIMETRI
100: A=1

1@5:N=1

110: B=4-A®A

115:C=5aR{B)

12@: D=2-C

125:E=S0R (D} "LLATO INSCRITTO
126: P=2+C

127:R=5QR (F)

128:R=2#E£/0 LATO CIRCOSCRITTO
13B: F=34#E# (2~N) " INSCRITTO
131:6=3#R= (2N} "CIRCOSCRITTO
135:FPRINT F

136:PRINT G

142: PRINT N

141: 5TOP

145: A=E

15@: N=N+1

155:GOTO 110

16@: END

OSSERVAZIONE

Le istruzioni 110-125 realizzano il calcolo del valore dato dalla formula
{4); le 126-128 realizzano il calcolo del valore dato dalla (5). Il numero
N di il numerc di cicli eseguiti.

Ripetendo i1 calcolo per N da 1 ad 11 si ottiene la seguente tabula-
zione di valori (la macchina dA 13 cifre, ma sonc riportate soltanto quel-
le che servono per il confronto tra i valori per difetto e quelli corri-
spondenti per eccesso):

N Valcore per difetto Valore per eccesso
1 3.1 3.2

2 3.13 3.15

3 3.13 3.14

4 3.141 3.142

5 3.1414 3.1418

& 3.1415 3.1416

7 3.1415 3.1416

8 3.141590 3.141597

9 3.141592 3.141593
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N Valore per difetto Valore per eccesso

10 3.141592 3.141593
11 3.141593 3.1415931

Come si vede, dopo 10 passaggi la macchina di un valore per difetto
errato. Cid & dovuto al fatto che, pur essendo il procedimente teoricamen-
te perfetto, nella pratica del calcolo la 125 {che riproduce la formula (4))
dd dei numeri troppo piccoli; quindi 11 gioco deqli arrotondamenti porta
pol a del risultati errati gquando i1 numeri arrotondati vengono moltiplica-
ti per fattori grossi come quello dato nella 130 o nella 131. E cid nono-
stante 11 fatto che la macchina dia 13 cifre decimali. Dopo 11 cicli, 8 di

quelle cifre sono false e quindl la orecisione & del tutto illusoria.

1.4. - Quadratura del cerchio

Alla valutazione di 7 sl pud giungere anche con il procedimento de-
gli antichi Egiziani, di cui abbiamo detto, cioé cercando di valutare di-
rettamente l'area del cerchio o di una sua parte (per esemplo un quarto).

Sarebbe difficile fare queste valutazioni direttamente, ma 1'impiego
di una macchina, anche poco potente, permette di risparmiare la fatica dei
caleoli numerosi che si dovrebbero fare, per sfruttare 11 pidl possibile {11
caoncetto.

Il problema pud essere impostato nel modo seguente: sl consideri in
un sistema di coordinate cartesiane ortogonali x,y la circonferenza che ha

i1l centro nell'origine e raggioc uguale ad 1. La sua equazione & ovviamente:
{6} x +y =1

ed il quarto di cerchio compreso nel primo quadrante & gquindi limitato da-

gli assi e dalla curva d&i equazione:
(7) y =¥ 1—x2 .

Per valutare 1l'area di gquesta figura si scelgonc dei valori delle
ascisse, si calcolano le corrispondenti ordinate con la (7) e si fa la sam

ma delle aree del rettangoli circoscritti, oppure inscritti nella curva,
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oppure del trapezi Iinscritti; guest’ultima scelta equivale ovviamente a so—
stituire alla curva la corda che unisce due puntl consecutivi della suddi-
visione della curva, che corrispandono alla suddivisione dell'intervallo:

(8) 0<x X1

La scelta della distanza tra due punti consecutivi (i1 "passo™ della
suddivisione) determina la precisione della valutazicne.

g
4

¥y

i
o ax, Ay 4

Programma in linguaggio BASIC (Olivetti M10)

F7:REM F1GR3. QUADRATURA QUARTD DI CERCHIO
128: INPUT"P=";F
11@: =1

115: N=0

12@: X=P
15@:B=1-X=X
14@: IF B<QO GOTOZ@Q
150: Y=S0R (B)
16@: A=A+Y

170: X=X+P

1B@;: N=N+1

194: G070 30
200: S=9%F&A
2053: FRINTS
Z@5:PRINTN

210: AxQ-1

2131 R=4nxFaA
2Z2A:PRINTR
225:A=A+0.5
2273 T=4aP#A
22B:PRIMTY

R ERn
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OSSERVAZIONT

a) La istruzione 150 d3 i1 valore della ordinata corrispondente alla ascis
sa X.

b) L'input P di 11 passo, ciocd la distanza tra due valorli consecutivi del-
la variabile indipendente X,

c) La 140 ferma la procedura quande sl glunge a superare 1'ascissa X=1.

d) La 200 43 1l'area dello scalolde circoscritto, e quindl una valutazione
per eccesso. La 215 d3 1'area dello scaloide inscritto: infattl, dato
che la curva a destra incontra l'asse delle x, basta sottrarre la prima
ordinata a sinistra (che vale 1) dal contatore A, che accumula tutti i
valorl delle ordinate. La 227 43 la valutazione con trapezil; infatti in
questo caso ogni ordinata viene contata due volte per le aree del trape
zl, esclusa la prima.

e) La 206 fornisce 11 mmerc dei passl fatti, per una verifica.

Rigultati numerici (abbiamo riportato soltanto le cifre decimali che servo

no per un confronto tra i due valori per difetto e quello per eccesso):

P N s R T Tempo 41 calcolo
0.01 100 3. 16 3.12 3.14 0 s clrca
0.001 1000 3.14355 3.13955 3.14155 S min circa
0.0005 2000 3.1425 3.1405 3.1415 10 min circa
0.00025 4000 3.14208 3.141088 3.141585 20 min circa

Come si vede, i1 tempo diviene relativamente lungo, ma la macchina permet-

te di risparmiare la fatica delle migliaia 4i calcoli,

2. - Procedimenti 4l iterazione
2.1, - Generalitd sul procedimenti iterativi
La parola “iterazione” significa ripetizione; pertanto il suo signifi

cato potrebbe essere giudicato molto generico e poco preciso, perché, come
abbliamo detto ripetutamente nella Parte I (in particolare nel cap. IV} nel
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la maggioranza dei casi la risoluzione di un problema matematico consiste
nel migliorare le informazioni che si posseggono solo implicitamente daj
dati del problema stesso; e questo miglioramento si ottiene ripetendo i
procedimenti che conduconc al miglioramento delle informazioni.

futtavia si suole indicare con la espressione "procedimento di itera-
zione" un procedimento che si realizza con il calcolo del valore Al una

funzione:
(1) vy = f(x)

e con la reintroduzione del valore trovato come argomento della funzione
£; ripetendo la operazione, si viene cosi a costruire una successione ai va

lori numerici:

(2) X5 . x1 B x2 r ceen X 4 san

definita dalla equaziocne:

(3) x

S f(xn) *

Naturalmente, quando si voglia utilizzare questa procedura per il cal-
colo della soluzione di un problema, & assolutamente necessario garantire
che la successione (2) sia convergente, ed abbia come valore limite il va-
lore cercato,.

Questa dimostrazione - ripetiamo,indispensabile - pud richiedere 1'im
piego di strumenti della Matematica superiore. Tuttavia & spessoc possibile
garantire la convergenza della successione (2) con considerazioni geometri
che oppure con procedimenti elementari, come 3i vedrid nel sequito.

Da quanto precede, si trae che i valori della successione (2), benin-
teso nel casi in cui essa converga, forniscono delle valutazioni approssi-
mate del valore numerico cercato. Una delle operazioni pid importanti guan
do s8i utilizzano questi procedimenti consiste nella valutazione dell‘ordi-
ne di approssimazione dei valorl che si ottengono; infatti spesso le mac-
chine che si utilizzano per i calcoll forniscono molte cifre dei risultati
dei calcoli;: ma esse scno spesso prive di significato per quanto riguarda
le informazioni che si cercano in relazione ad un determinato problema, co
me abbjamo gid detto nel par. 1 del cap. V della I Parte.
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Gli esempl che presenteremo in seguito e gli esercizi che svolgeremo
chiarirannc ulteriormente 11 nostro pensiero; ripetiamo qui che la valuta-
zione critica delle informazioni fornite dalle macchine costituisce un mo-
mento formativo indispensahile per 1'implego intelligente delle macchine

stesse.

2.2. - Procedimento di Erone per 1'approssimazione della radice quadrata

di un numero

Il calceclo della radice quadrata di un numero costituisce spesso il
primo incontro delle studente con 1 numeri irrazionali; anche nei corsi
elementari si insegna il calcolo di valori approssimatil della radice qua-
drata, dimenticando spesso di osservare che questo procedimento consiste
~ come abbiamo osgservato pifdl volte - nella programmazione metodica di ten-
tativi per migliorare le approssimazionl (cicd le informazioni) che gild si
hanno.

Il procedimento che presentiamo risale alla Gecmetria greca. Esso pud
essere applicato anche con macchinette non programmabili. La sua interpre-
tazione geometrica potra costituire un utile esercizio anche degli elemen-
ti di Geometria analitica.

Con gqueste procedimento si costruisce la successione definita nel mo-

do seguente: considerato un numero positivo A, si ha:

= 0, +
{1 X0 0.5 (xn ijn)
La illustrazione geometrica che si pud dare della formula (1) conduce
a concludere che la successione converge, avendo come valore limite la ra-
dice quadrata di A; cid si vede nella figura che di l'interpretazicne geo-
metrica del problema, come ricerca del punto di intersezione tra la retta

¥=X e la iperbole eguilatera xy=A.
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Proqramma (Sharp 1245 PC)

600: INPUT “A=";A

Introduce il radicando nella memoria A.

610: INPUT "B=":B

Introduce nella memoria B un valore approssimato per eccesso.

615: INPUT "N=";H

Introduce il valeore dell'ordine 4i approssimazione (cfr. 640).

620: C=(B+A/B)/2

Determina 11 punto medic della corda della iperbole.

630: E=B-C

Calcola la differenza tra i1 valore di vartenza e quelle trovato con 620.
640: IF E < 10 ~ (-N} GOTO 670

Determina la fine del procedimento se la approssimazione determinata & sta-
ta conseguita.

650: B=C

Se cid non &, introduce il valore trovato nella memcoria B per ripetere il
calcolo.

660: GOTO 620

Ordina 41 ripetere il calcolo.

&70: PRINT C

Visualizza il risultato quando l'approssimazione & stata conseguita.
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OSSERVAZIONE

I valori che si ottengono sono approssimatli per eccesso.

2.3, - Altri procedimenti elementari di lterazione

Nel paragrafo precedente abbiamo dato un esemplo 4i procedimento ite-
rativo, che per il calcolo della funzione richiede soltanto delle operazio

ni razionali.
Vogliamo qui dare gualche esempio di procedimenti iterativi che sfrut

tano le possibilitd di macchine plccole.

Sia per esemplic da calcolare la radice cubica 4di un numerc positive A,
utilizzando una macchina piccola, che possiede soltanto il comando della
radice quadrata. Il problema pud essere tradotto in quello della risoluzio

ne della equazione:

(&) X =4

(2) X =AX

e di qui si pud giungere alla costruzione di una successione di valori che

converge alla radice della (1) mediante la funzione:
{3 xn+1 =/ /A xn )

1l calcolo pud essere eseguito a mano con una macchina molto piccola;
sl verifica che la (3) di luoge ad una successione monotona; crescente se
si parte da un valore approssimato per difetto della radice della (1), de-

crescente se si parte da un valore approssimato per eccesso. Analoghe con-

siderazioni valgono per la ricerca della soluzione della equazione:

(4) X =A.

(5) X" = AX

- 89 -



essa pud essere risolta con procedimento iterativo con la funzione:

(6) X =//_/.;\]&;.

n+1

2.4, - Procedimenti "a ragnatela®

Per gli scopl che abbiamc in vista ci sembrano particolarmente inte-
regsantl certi procedimenti iterativi che dannc luogo a successioni conver
genti e che possono essere illustrati, con i metodl della Geometria anali-
tica, con certe figure che giustificano il nome di "procedimenti a ragna-
tela”™ (cobweb) con cui vengcnoc spessc indicati.

I procedimenti cui accenniamo possonc essere applicati quando si cer

chi di riseclvere una equazicne che pud essere scritta nella forma:
(1} x = f(x)

in cui la funzione f(x) soddisfi, almeno in certi intervalli che ci inte-
ressanc, a certe condizioni che illustreremo in seguito.

La jllustrazione geometrica del problema di risoluzione della (1) pud
essere ottenuta con le seguenti considerazioni: si fissi 1l'attenzione sul-

la grafica della funzione:
(2} ¥y = f(x)

Supponiamo per semplicitd di prendere in considerazione la funzione
{2) soltanto per valori non neqgativi della variabile, e che per tali valo-
ri i valori della f sianc tuttl positivi.

Allora la risocluzione della {1} pud essere interpretata geometricamen
te cone la ricerca delle ascisse dei punti di intersezione della curva che

& grafica della (2} e della retta di eguazione:
(3) ¥y =x
che & la bisettrice del primo quadrante degli assi.

Supponiamo che la funzione f considerata nella (2) sia "regolare®, nel

sensc abjituale, ciod sia continua e derivabile, almeno neqli intervalli in
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cui la prenderemc in considerazione. Supponiamo incltre che essa sia decre
scente, e soddisfi inoltre alla sequente condizione: neqli intervalli in
cui la prenderemc 1n considerazione ognl tangente della curva abbia un coeffi-
clente angclare in valore assoluto minore di 1.

In queste condizioni si pud dimostrare che esiste un unico punto di
intersezicne tra la curva (2) e la retta (3), che abbla ascissa positiva;
questa ascissa pud essere valutata con il procedimento iterativo seguente:
fissato un valore xo iniziale, si consideri i1 punto PO della curva che ha
ascissa xge si fissi 1'attenzione sul punto QO della retta (3) che ha la
ordinata uguale a quella di Poi sl chiami x l'ascissa di Qe sl conside-
ri il punto Pl della curva (2) che ha ascissa x. Tale punto avrad ordinata
uguale a guella di un punto Q1 della retta (3}, la cul ascissa x, da lueogo

ad un punto P, della curva {2) e cosi via.

5i pud dimostrare che, se sonoc soddisfatte le condizioni enunciate so
pra per la curva f, la successione dei valori xi (i =0,1,2,...) @ conver-
gente ed ha come limite l'ascissa del punto cercato.

51 ha inoltre che se, per esempio Xy forniva una valutazione per di-
fetto della radice cercata, la successione dei valori di posto pari xo .

X, .+ X . & costituita da valori crescenti e tutti per difetto, e la

2 PRI
successione del valori di posto dispari & costituita da valori tutti per
eccesso, e tutto decrescenti.

Non diamc qui la dimostrazione di questi fatti, e rimandiamc alla fi-
gura, che illustra in modo soddisfacente la situazione. Ci limitiamo ad os
servare che un procedimento che dia lucgo ad una successione con queste ca
ratteristiche realizza cid che abbliamc detto nel Cap. IV della Parte I,
parlando di miglioramento delle informazioni.

51 ha infatti una successione di valori data dalla formula:

4 =

(4} xn + £ (xn)

e 81 sa che la radice cercata della equaziane (1) & sempre compresa tra
due elementi successivi della successione. Pertanto & sempre possiblle as-
segnare ad ognl stadio del calcolo l'errore della determinazione della ra-

dice, evitando di fornire informazioni false o fuorvianti.
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Esempio 1 - La equazione:
{5) xz +x-1=20

a cui si & condotti guando si cerchl la sezione aurea del segmento unita-

rio, pud essere scritta nella forma:

(6} x = 1/(x+1)

Scritta sotto questa forma, la radice positiva della (5) pud essere appros
simata con un procedimento a ragnatela del tipo che abblamo descritto.
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Esempio 2 - Sia N un numerc pesitivo qualungque, maggiore di 1, e sia A un
interc che fornisce una valutazione approssimata della radice di N; si
avrd quindi:

) Aden cm+n?
Indichiamo con X la soluzione della equazione:

(@) x+a)? =

sl avrd quindi:

(9) 0<x <1

e dalla (8):

(10) X2+ 2 BX = N - a2
Posto:

(1 B = N-a°

s1 ha certamente:

(12) B> 0

e la {(10) pud essere scritta nella forma:

(13) X = B/ (X +2R).

Pertanto il numeroc X pud essere approgsimato con un procedimentc a ragna-

tela del tipo che abbiamo descritto.

Esempio 3 - Si consideri il problema posto da G, Cardano a N. Tartaglia:
*Dividi 10 in quattro parti in proporzione contimua, di cui la prima sia
2",

Tale problema pud essere trxadotto nella equazione:
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(14) 2+ 2x + 2%+ 20 = 10
ossia:

{15) x3+x2+x=d
Posto:

{16) X=2+1,

la equazione (15)pud essere scritta nella forma seguente:

1in z3+4zz+sz=1
ossia:

2
(18) Z=1/(64+42+27)

In guesta forma la sua radice positiva pud essere approssimata con un pro-

cedimento a ragnatela, che conduce rapidamente a dare le seguenti limita-

zioni per Z:

(19} 0.150911083 < z < 0.150911084 .

Esempio 4 — Equazione di Leonardo Pisano:

(20} x3 + 2 xz + 10 x = 20

(Per la attribuzione a Leonardo Pisano cfr., U. Cassina - Calcolo numerico -
pag. 364).
Anche la (20) pud essere scritta nella forma:

(21) X = 20/(10 + 2x + X%

e quindi la determinazione della sua radice positiva pud essere ottenuta

con un procedimento a ragnatela. Si ha:

X = 1.36880B107 ...,
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OSSERVAZICHE

La espressione della funzione f(x) che pud dare luogo ad un procedimento a
ragnatela non deve necessariamente essere ottenuta con operazioni razicna-

11, come mostrano gli esempl seguenti.

Esempioc 5 - Sia da risolvere la equazicne (1) del paragrafo 2.3.:
(22) X =2a con A positive

Questa pud essere scritta nella forma:

(23) X =Y A/X

e quindi pud dare luogo ad un procedimento a ragnatela, purchd si parta da
un valore ahbastanza vicino ad un valore stimato di Ya .

Ezsemplo 6 - La equazione

(24) x> = 2% +5

@ stata proposta da I. Newton, come esemplo per 1'applicazicne del metodo
per la risoluzione delle equazioni che porta il suo nome.

Egsa pud venir scritta nella forma:
(25) X =+ 2+5/%

e pertanto la sua radice positiva pud essere determinata con un procedimen
to a ragnatela. Si ottiene:

2,094551481 <X <« 2.094551482 ,

Esempio 7 - Un quesito posto a N. Tartaglia da G. Tonini da Coi (cfr. U.
Cassina - Op. cit.!"'h. 391) pud esseres tradotto nella equazione:

(26 _ x>+ 3x2 a5
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la quale pud essere scritta nella forma:

@2n X = ¢¥5/(3+X)

e pertanto la sua radice positiva pud essere approssimata con un procedi-

mento a ragnatela; si ottiene:

X =1.103803403 ....

2.5, Procedimentl iterativi con frazioni continue

Come & noto, le serie decimali non sono il solo mezzo ber rappresenta
re 1| numeri irrazionali: esistono anche altri algoritmi infiniti, che sono
utilizzati meno frequentemente, soprattutto oggi, ma che possono essere
utilizzati per esercizi interessantl e formativi.

Uno di tali algoritmi & dato dalle "frazioni continue”: non intendia-
mo gqui esporne la teoria generale e pertanto c¢i limitiamo a trattare un
esemplo, lasciando al lettore le facili generalizzazionl.

S5ia, per es., 11 decimale 1.23; esso pud venire scritto nella forma
140.23 =1 + 1/4.347826...; a sua volta il decimale 4.347826... pud essere

scritto nella forma:

4 +0.347826... = 4 + 1/2.875. ..

Proseguendo nella rappresentazione si ottiene:

(1) 1.23 = 1 +

+
~J| -

espressione che viene chiamata "frazione continua (discendente)”.

I numeri 1,4,2,1,7 vengono chiamati "quozientl parziali" della frazio
ne continua. Per evitare notazioni che occupano troppo spazio, si suole
convenire di elencare soltanto i1 quozienti parziali; pertanto, invece del-

" fa scrittura data dalla (1) si1 adotta la scrittura convenzionale:

{2) 1.23=[1|4gz|1|7].
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Le frazioni continue:

(3 [1]: [t1a]: [t1al2]: [11812]1]

vengono chiamate "ridotte™ della (2).
Per queste frarioni continue valgono le sequenti proprietd, che sono

di facile dimostrazione ma che noi dobbiamo limitarci ad enunciare:

1} le ridotte di posto dispari (primo, terzo, ecc.) forniscono dei valori
approssimati per difetto del numero rappresentato dalla frazione conti
nua; le ridotte di posto pari (secondo, quarto, ecc.) forniscono inve-
ce dei valori approssimati per eccesso;

1i) 11 razionale che da ognl “ridotta" si presenta come frazicne ridotta
ai minimi termini; pertantc esso viene rappresentato con la massima

economia di simboli.

Queste proorietd si possono facilmente verificare sulle ridotte (3):

si ha infatt{ la successione:

14 1/4 = 5/4 = 1.25
i P+ 2/9 = 1.(2)
1 + 3/13 = 1,(230769)

1 + 23/100 = 1.23

Ovviamente, cquando si abbia un numero irrazionale, la frazione conti-
nua che lo rappresenta & infinita; wa sono sempre valide le proprietd enun
clate. Queste possono essere sfruttate per escogitare delle costruzioni
geometriche approssimate di segmenti aventl misure irrazionall, opoure, di
angoli che hannc funzioni trigenometriche rappresentate da numeri irrazio-
nali.

In particolare quandoc si prenda in considerazione la funzione "tangen
te™ & possibile rappresentare con approssimazione grande guanto si vuole
degli angoli aventi come funzioni trigonometriche dei numeri irrazionali
su fogli di carta guadrettata o sul “geopiano".

Sla, per esemplo, l'angolo di 60°. Si sa che &:

tan60° = /3 = 1,7320507 ...

e l'irrazionale ¥ 3 viene rappresentato in frazione continua nel modo se-

guente:
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(a0 3 = [l rinf2lai2] el ]

e gid la VI ridotta fornisce il valore 19/11 che presenta un errore per ec
cesso minore di 510—5 e permette quindi una soddisfacente rappresentazione
dell'angolo sul geopiano.

Analogamente, per guanto riguarda 1l'angolo al centro del pentagono re

golare, si ha:

(5) tan72° = 3.0776835 .....

e gquesto numero ¢ rappresentato in frazione continua con:
[3[12|1|6|1!E]1|6| ...... j
In questo caso basta la (3) ridotta per avere il valore:
40/13 = 3,076 ...

il quale fornisce una approssimazione per difetto con un errore minore di
210-3. errore non rilevabile in una fiqura tracciata su un ordinario foglio
di carta quadrettata.

Esercizi analoghi, e in corrispondenza, delle costruzioni analoghe si
possono escogitare in relazione al problema geometrico di costruire il la-
to del poligono regolare in funzione del raggio della circonferenza circo-
scritta. Ci limitiamo qui a dare lo sviluppo in frazione continua del lato
del poliqgono regolare di 7 lati; tale frazione, nelle sue orime ridotte, 2

data dal doppio di:
[ol2(3i31113] .... ]

Lascianc al lettore di verificare per esercizio una circostanza che
era gid stata rilevata dal grande pittore ed incisore A. Direr: il lato
del poligonc regolare di 7 lati differisce di poceo dalla metd del lato del
triangolo regolare inscritto nella medesima circonferenza. Anche la deter-
minazione dell'entiti della differenza e le costruzioni approssimate dei
lati dei due poligoni sono lasciate qui per utile esercizioc al lettore.

Esporremo qui di segui to un metodo per la determinazione della radice
positiva di una equazione guadratica; chiameremo tale metodc "di Lagrange™,
perch@ esso traduce alcune idee che il grande matematico francese utilizzd

per approssimare le radici delle equazioni algebriche.
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Questo metodo pud essere chiamato "iterativo™ perché la sua applicazio
ne richiede la ripetizione di calcoli analeghi, anche se non nella forma
elementare che & stata esposta nhei paragrafi precedenti.

Sia l'equazione quadratica:
2
{6} AX +BX+C=0

con A,B,C interi, positivi i primi due, negativo il terzo.

In questo caso l'egquazione (&) ha ovviamente una radice positiva.

Sia N il massimo intero che non supera tale radice; nertanto N sard
il massimo intero che rende negativo il primo membro della (6), e la radi-

ce della (6} che supera N potrd essere scritta nella forma:
(I3 X =N+Y

dove Y & ovviamente positivo e minore di 1.
Sostituendo nella (6) si ottiene che Y & radice positiva e minore 4di

! della equazione:

8) Y2 (AN2 + BN + C) + ¥ (28N + B} + C = 0.

Posto:
(9) zZ=1/Y
si ottiene la equazione:
[$14] CZ2 + 2 (2AN + B) + (J\N2 +BN +C) =0

su questa ecuazione si pud ripetere la argomentazione di martenza, e si ot
tiene cosi la rappresentazione della radice positiva della (6} in frazione
continua.

OSSERVAZIONE

Per ridurre la {10} alla forma analoga alla (6) occorre cambiare il segno

a tutti i coefficilenti.

Il programma che segue traduce passo passo la esnosizione fatta fin

qui.
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Programma in linguaggio BASIC (Sharn PC 1245)

90: F = P.ux2+le+C
95: RETURN
Si tratta della subroutine per il calcolo del primo membro della eguaz. (1).
100: INPUT "B=";A
110: INPUT "B=";B
120: INPUT "“C=";C
Introduzione dei coefficienti della (1) nelle memorie.
130: x=0
valore 4i partenza della esplorazione dei numeri positivi interi.
140 GOSUB 90
Calcolo del valore della funzione che & espressa dal primo membro della (1)
e che 2 data dalla subroutine 90.
150: IF F>0 GOTO 1BO
Se l'interc sunmera la radice, si visualizza il valore aporossimato ver di-
fetto, secondo la 180; se l'intero non supera la radice, lo si aumenta di
una unita e si ricomincia, con le due istruzioni seguenti:
160: X=X+1
170+ GOTO 140
180: Z=x-1
190: PRINT Z
Si visuvalizza il risultato.
200: X=Z
Ora occorre costruire la equazione (5), e lo si fa con le istruzioni seguenti.
210: GOSUB 90
220: G=2AX+B

230: C=-A
240: B=-G
250: A=-F

Costruitl i coefficienti della ({5}, si ricomincia.
260: GOTO 130
270: END

Il programma precedente fornisce tutti i quozienti parziali della fra
zione continua che 43 la radice della (1). Si pone ora il problema di cal-
coclare le ridotte, cioce i valori razionali che danno le approssimazioni
sempre migliori di tale radice. A cquesto problema risponde una estensione

del programma precedente, estensione che si basa sulle osservazioni seguen
n
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tli. Se & data una funzione razionale fratta:

(1 (fi{x) = {px+0a)/(rx+5}

della variabile x, il suo valore, quando @i aumenti x della frazione 1/v

si ottiene con la formula:

(12) £y) = (pTy+a )/ (ry+s")
dove 5i ha:
PT=Px tq
(13} ~
=P
rr=rx +s
| 87 =¢

Ponendo pertanto, inizialmente:

(14) p=s8=1; a=r =20

le formule (13) forniscono L valeori delle funzioni che dannc le ridotte
successive.

Oui sotto riportiamo soltanto le istruzioni variate ed agglunte al
programma precedente. Ovviamente sono state cancellate 260 e 270,

Il programma completo fornisce: i quozienti parziali (200); il numera
tore ed il denominatore della rideotta che corrisponde al guoziente parziale
ottenuto (360,370}, 11 valore della ridotta (380}.

121%
122¢

123¢
124%: 5=

0
T
o

J40% : U = Pl + Q
3500 ¥

360%
37o0*

430%: GOTO 130
144o*: END
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3., - soluzione delle equazioni in una incognita

3,1. - Approssimazione di una radice con il metodo del dimezzamento degli

intervalli

Abbiamo gid detto ripetutamente che cosa si dehba intendere per solu-
zione di un problema matematico; in particolare abbiamo detto che molti
problemi matematici si traducono in eguazioni, e che ben raramente esisto-
no delle formule per la soluzione delle egquazioni stesse. Nel caso in cui
tali formule esistano, esse rimandano la procedura di soluzione ad altre
procedure, ritenute gid note, o al calcolo dei valori di certe funzioni,
gia conosciute o tabulate.

Di consequenza l'impiego intelligente delle macchine, anche piccole,
pud alleviare di molto la fatica di eseguire molti tentativi per migliora-
re le informazioni che si posseggono.

In molti casl ci si trova di fronte alla situazione sequente: & data

una equazione:

(1) f(x) =0

la funzione f(X} essendo continua, in un intervallo:
{2} A< X<B,;

sl supponga che la funzione assuma segni diversi neqli estremi dell'inter-

vallo cioé sia:
(3) £{a) - £(B) <0

Allora noti teoremi di Analisi matematica assicuranc che la equazione
(1) ammette almeno una radice nell'intervallo stesso.

Se supponiamo inoltre che la funzione sia crescente {o decrescente)
in ogni punto dell'intervallo (2}, la radice & unica. Il problema da risol
vere consiste nel miglioramento delle informazionl che si hanno, cicé, pra
ticamente, nel costruire un intervallo pit corto dell'intervallo (2) e nel
l'interno del quale si trova la radice.

Un procedimento spontaneo consiste nel considerare il punto medio del

l'intervallo: ovviamente se in esso la funzione f(X) assume valore zero si
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& cosl trovata la radice. In casc contrario si prende in considerazione un
nuovo intervallo, di lunghezza ovviamente metd del precedente, nei cui
estremi la funzione f(X) assumes valori di segno contrario.

Questa procedura conduce a calcoli molto numerosi e quindi non viene
quasi mal applicata manualmenté; & invece molto semplice quando viene ese-
guita a macchina.

a) Programma in linguaggio BASIC (Olivetti M10)

99 :REM:DIM3I=DIMEZZAMENTO

12@ : INPUT"A="3;A

110 INPUT"B="; B'ESTREMI INTYV , A<B
120 : INPUT"E=*;E 'ERRORE AMMESSD
130 :N=0Q

135 1D=B-A LUNGHEZZAINTERVALLD
140 1 X=A

150 :GOSUB 700

148 :Cs=F

179 :M=(A+B} /2

180 : X=M

190 :GOSUB 0@

200 :G=F

210 :H=CsG

220 :IF H<@ GOTOD27@

27@ :1F E>D#2~(-N) GOTO 310
240 :1A=M

258 :=N=N+1

260 :G0T0O140

~7@ :1F E>D#2-(-N) GOTO *1@
28Q@ :B=M

298 :N=N+1

@ :6OTO 179

T10 :PRINT E+{INT(A/E))

320 :PRINT N

321 :BEEP

IIB :END

0@ :F=X"I-3aX+1

910 :RETURN

La istruzione {70 determina il punto medio dell’intervallo; la 180 cal-
cola 1l valore di f{X) nel puntc medio; le 210,220 determinanoc quale
sia 1l'intervallo da prendersi nel passd successivo. Il contatore N con-
ta 1 cicli e gquindi ferma la procedura quando la lunghezza dell "inter-
vallo risulta minore dell'errore E ammesso. La 310 visualizza 1'estremo
sinistro dell'ultimo intervallo trovato, con le sole cifre che hanno si
gnificato; la 320 informa syl numero di cicli.
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b)

La subroutine 900 & riferita al caso della equazione:

{4 x3-3x+1-0

che U, Cassina chiama “equazione di Archimede™. Essa infatti traduce in

foma algebrica 11 problema, enunciato da Archimede, di determinare un
planc che tagli la semisfera di raggio 1 in due parti aventl volumi

uguali.
La radice della (4) compresa tra 0 ed 1 risolve il problema.

Programma per CASIO FX 602P

{1 - P1 MAC HLT Min 05 BLT Min 03 HLT Min 04
In 05 51 mette l'esponente della potenza di 2 (negativa), clod 1'ordine
di approssimazione, tenendo conto del fatto che &:

270107, 270 4070, 272 < g.107°
In 03 e 04 si mettono rispettivamente gli estremi dell'intervallo nel
quale si sa che cade una radice della equazione.
1bis - LBL 0 (MR 00 - MR 05) x 20 GoTO 1 (istruzione per la fine

della procedura).

2 - MR 03 Min 01 GSB PO MR 02 Min 06
Calcolo del valore della funzione nel primo estremc dell'intervallo me-
diante la subroutine PO ed introduzione del valore in 06.
3 - ((MR 03 + MR 04)/2) min 08 MR 08 Min 01 GBS PO MR 02 Min 07
Calcolo del punte medio come semisomma degli estremi: calcolo del valore
della funzione in tale puntc medio ed introduzione di tale valore in 07.
4 - (MR O6 x MR 07) x20 GOTO 2
Determinazione del segno della funzione del punto medio. Se & discorde
con quello in 03 si trasporta nel punto medio il secondo estremo dell'in
tervallo ¢on la istruzione seguente.
5 - MR 0B Min 04 ISZ GOoTO O
6 - LEL 2 MR 08 Min 03 1Sz GOTO O
Se {1 due valori sono concordl, si frasporta nel punto medio il primo.
estremo dell'intervallo. In ognl casc sl contano 1 cicli e si ricomincia
la procedura. N
7 - LBL 2 MR 03 HLT
Viene dalla istruzione 1 bis.

In gquesto programma l'errore compessc & di segno ignoto ma dell'ordine
L
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c}

di grandezza della potenza negativa di 2 che & stata stabilita ed in-
trodotta in 05, moltiplicata per la lunghezza dell'’intervallo di par-

tenza.

Esempio.
Si considerl la egquaziocne:

(s) = 100

che U, Cassina attribuisce ad Eulero (cfr. U. Cassina- Calcolo mumeri-
co - pag. 386).

Supponiamo di sapere che la funziocne:

£ix) = x¥

& continua e crescente per x positivo. Allora un calcolo immediato por-

ta a verificare che si ha:

Je«x <4

perché a:

32 =27 4% = 25

Prendendo i legaritmi volgari di entrambi 1 membri della equazicne data
si giunge alla:

(6} X LogX-2 = 0

Nel linquaggio ora adottato, la subroutine per il calcolo del primo mem
bro della (6) &:

(8) PO (MR 01 x (MR 0! Log} - 2} Min 02

Dopo 27 ripetizioni del ciclo si ottlene:
X = 3.5972R5021
con un errore minore di 10_3. Quindi la radice della (5} cade in un in-

tervallo di questa lunghezza che ha%‘ne centro il numero ora scritto.
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3.2. - Approssimazione di una radice con il metodo delle corde

Si consideri ancera la equazione (1) del paragrafo precedente, e si
supponga che per la funzione f{X) siano valide tutte le ipotesi che abbia-
mo enunciato. Un metodo per dare un valore approssimato della radice nel-
1'intervallo (2) dello stesso paragrafo consiste nell'assumere come tale
1'ascissa del punto di intersezione dell'asse delle ascisse con la corda
che unisce 1 due punti della grafica della funzione f(X) che corrispondono
agli estremi dell'intervallo.

La figura allegata illustra la procedura. Nel caso illustrato l'ascis
sa del punto V di una valutazione per eccesso della radice cercata; se que
sto & il caso, si pud ripetere la procedura assumendo il punto V come estre
mo destro dell'intervallo, e ricominciare.

I1 programma allegato traduce le operazioni geometriche ora presenta-

La subroutine 900 si riferisce alla equazione del paragrafo preceden-
te (la funzione log indica in questo caso logaritmo naturale).

Le istruzioni da 120 a 165 portano al calcolo della ascissa di V. La
160 determina se V & a destra oppure a sinistra della radice; la 185 oppu-
re 205 arrestano il procedimento quando il miglioramento della informazio-
ne & minore del valore ammesso E dell'errore (Input 110). Se cid non &, la
200 cppure 220 fanno ricominciare la procedura.

Le istruzioni 221 oppure 223 informano se il risultato ottenuto @3 un
valore per eccessc oppure per difetto della radice cercata.

La 230 visualizza il numerc dei cicli eseguiti.
L

Esempio.

Nel caso della equazione (5) del paragrafo precedente, con il programma al
legato, si ottiene:

X = 3.597285 per difetto con errore minore di 10-6,
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Programma in linguaggio BASIC (Olivetti MI10)

99 3REM:CRDZ= METODO DELLE CORDE
10@ : INPUT"A=";A

1@5 : INFUT“B=";B ESTREMI INTERVALLO
11@ : INFUT"E="3;E ERRORE AMMESSO

115 :N=@ ‘N NUMERD DEI CIGL1

120 :X=A

125 :G0SUBT0Q
13@ :P=F

135 : X=R

140 : GOSUEFAD
145 :Q=F

195 :I=F-0Q

160 ;U=EB*F-A*D
165 :V=U/1

178 : X=V

175 :GOSUR 90@
180 :IF P+F @2GOTO 205
1835 :IFR-V<E GOTO 221
19@ :B=V
193 :N=N+1
280 :60TD120
205 :IF V-A<E GOTD223
218 A=V
215 iN=N+1
20 :GOTOl120@
221 :PRINT "ECC"
222 16070225
223 :PRINT"DIF"
225 PRINTE* (INT (V/E) )
23D :FRINT N
250 :END
D F=X#({LAOG(X) ) ~LDG(10a)
?10 RETURN

- 107 -



-

- 108 -



3.3. - Soluzione di una equazione per esplorazione di un intervallo

Nei paragrafi precedentl abblamo presentato alcuni procedimentl per

approssimare i1 valore della radice di una equazione:
(1) fix) = 0

che appartiene ad un intervallo:

() A Lx <B

nella ipotesi che la funzione soddisfi a certe ipotesl di regolariti e che
prenda valori di segno oppesto negll estremi dell'intervallo, essendo in
questa crescente oppure decrescente.

Pertanto, per assicurarsi che la funzione presentl questi caratteri,
occorre una analisi preventiva, che pud pure richiedere 1l tracciamento
anche approssimate, del drafico della funzione,

Qualora cld non sia possibile, & interessante poter esplorare metodi-
camente l'intervallo considerato, per poter dare valori approssimati di
ogni radice eventuale che appartenga ad esso, oppure per poter garantire
{sotto certe condizionl che vedremo) che non esistono radici. Il programma
che esponiam¢ permette una esplorazione dell'intervallo (2}, esplorazione
che viene eseguita con i1 seguente metodo.

$1 introducono gli estremi dell‘intervallo nelle due memorie A e B
(100,110); sl introduce 1l passo iniziale 10A(-M} (120,190) e 1l'ordine ai
approssimazione finale che si vuocle ottenere 10A{-N)} {con N >M) (130).

1) Il programma esplora l'intervallo a partire da A con il passo iniziale
assegnato, calcolando F{A) (170) ed F{A+D) (220) e confrontando 1 se-
gni del risultati (240). Se incontra un cambiamento di segno approssi-
ma la radice per difetto, nell'ordine di approssimazione assegnato
(cfr. infra sub il). Se no, va avanti fino a che supera il II estremo
B{205). Se guesto avviene, diminuisce il passo {340) e ritorna a rie-
splorare l'intervallo con il nuoveo passo. Il contatore R conta 1 ecicli
cosi fatti, fino a che & superato l'ordine di approssimazione stabili-
to da 104(-N). Se sempre non trova radici (147) visualizza "NO ROOT".
Naturalmente cid® & relative all'ordine di approssimaziome che & stato
scelto; pertanto non si pud escludere che possa essere stata saltata
una coppia di radici, se la.loro distanza & minore del passo minimo
raggiunto.
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ii) Se il programma incontra un cambiaments di segno della funzione (240,
250) tra A ed A+D, diminuisce il passo e torna ad esplorare l'interval
lo con passo diminuito, fino a che ha raggiunto il valore di approssi-
mazione gtabilito 10% (-N)} (150}. Quando cid avviene, visualizza il va-
lore per difetto (300). Da notare che la memoria A ora non contiene
pid il dato iniziale, ma l'estremo sinistro dell'intervallo di cui si
& verificato il cambiamento di segno. Il dato iniziale & stato portato
nella memoria P(135).

1i1) Ad un nuovo comandec ENTER 11 programma ricomincia ad esplorare 1'inter
vallo a destra della radice trovata, partende dal suo valore per ecces
so A+D(310) riprendendo il passo iniziale di massima lunghezza 10.(-M)}
e ricominciando a contare i cicli (320,323). $i ritorna quindi alla si
tuazione di partenza con il nuovo intervallo, e l'operazione riprende

dal caso 1).

Programma in linguaggio BASIC (Sharp 1245 PC)

100: INPUT "A=";A

110: INPUT "B=";B

S1 introducono gli estremi dell’intervallo nelle memorie A e B.

120: INPUT "M=";:M

130: INPUT "N=":N

51 introducono il minimo e il massimo ordine di approssimazione nelle memo
rie M ed N. $i deve avere ovviamente N > M > 0.

135: P=A

51 introduce in P l'estremo sinistro, per memorizzarlo, perchd in seguito
durante il calcolo l'estremo sinistro dell'intervallo viene spostato.

140: Q=M

145: R=M

51 memorizzano anche i valori del minimo ordine di approssimazione, per po
ter ripetere le esplorazioni con le stesse modalitd quando si sia identifi
cata una radice e si voglia proseqguire,

147: IF R>N GOTO 360

Istruzione per pott‘ar visualizzare "NO ROOT" se l'esploraziore ripetuta ha
dato risultati negativi.

150: IF M>N  GOTO 300

Istruzione per arrestare il calcolo quando si sia conseguita la approssima-

zione sufficiente di una radice.
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160: X=A

Si introduce in X l'estremo sinistro dell'intervallo per incominciare la
esplorazione.

170+ GOSUB 500

‘Caleolo del valore di F in A.

180: =P

Introduzicne del vélo:e calcolato nella memoria C.

190: D=10A (=M}

Calcolo dell'incremento con 1l primo valore stabilito.

200: H=A+D

Calcolo del punto aumentato dell'incremento,

205: IFE B GOTO 360

Controlla che il punto incrementato non vada fuori dell‘'intervallo inizia-
le, Se cid avviene, cfr. 340. Se cid non avviene:

210: X=H

Introduzione del valore trovato in X per calcolare il valore della F, come

segue:
220: GOSUB 500
230: E=F

Introduzione del valore trovatc nella memoria E.

240: G=CuE

Calcola 1l prodotto dei due valori per verificarne il segno, come segue.
250: IF G» O GOTO 280

Se non si & avuto cambiamento di segno, si procederd avanti, come da istru-
zione 280 (vedi).. Se si & avuto cambiamento di segno si diminuisce 1l'inter
valle (vedi la istruzione segquente).

260: M=M+1

270: Goro 150

51 ricomincia la esplorazione a sinistra della radice, con intervallo rim-
plecciolito. Se il segno nom & cambiato, si sposta in avanti l'intervallo,
come da istruzione seguente:

280: a=H

285: C=E

Il valore calcolato nell'estremo destro diventa quello calcolato nell'estre
mo sinistro del nuovo intervallo,

290: GOTO 200

5i incrementa l'ascissa dell'estremo sinistro e si ricalcola il valore di

F nel nuovo estremo destro cos{ruito con la 200. L'cperazione si ripete fi
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no a quando si raggiunge la condizione 205 o una radice.

300: PRINT A

Visualizza i1 valore per difetto della radice trovata,

11 nuovo comando ENTER porta l'estremo sinistro dell'intervallo nel valore

approssimato per eccesso della radice.

310: P=A+D
320: N=D
323: ReQ
325: A=P

$i riportano i contatori nellc stato iniziale e si riporta 1l'estremo dsl-
1’intervallc nuove nel valore calcolato in 310. E si ricomincia con il co-
mando geguente.,

330: GOTO 147

360: PRINT “NO ROOT"

Proviene da 147, Ovviamente questo risultato si ottiene anche gquando si &
superata 1'ultima radice che & nell’intervallo stabilito, cloé a sinistra
di B.

365: END.

SUBROUTINE per il calcolco del valcore della funzione considerata,

In questo caso si considera la funzione:
F(X) =XA3 +XAa2 +X -4

a cul conduce la equazione del problema proposto da Cardanc a Tartaglia.

S00: F=XA3+XA24+X -4
510: RETURN

Il programma potrehbe essere verificato con risultati interessanti
per esemplo sull'eguazione "di Archimede®™, oppure sulla equazione:

(3) x3+x2-2x-1-0

tra i valori -2 e +2, equazione che traduce algebricamente il problema gec
metrico di inscrivere nella circonferenza il poligono regolare di 7 lati

(ettagono regolare). Infatti si osserva che il numero 7 & il minimo inte~
ro naturale n per il quale il problema di inscrizione del poligono regola-
re 41 n lati nella circonferenza non risulta risclubile con riga e caompas-

80.

~ 112 -



L'impiego delle macchine permette di far vedere agli allievi come il
giudizio di risolubilitd o meno di un problema matematico & essenzialmente
relativo agli strumenti che si intendono impiegare &4 alle informazioni
che sl cercano. Infatti abbiamo detto (par. 2.5.) che, per il caso del po-
ligono regolare di 7 lati, la metd del lato del triangolo regolare inacrit
to nella circonferenza forniace una valutazione approssimata del ragglo.
Le radici della equazione (3) risultano essere in ordine crescente:
-1.801937 , -0.445041 , 1.2469796 , valori che sono i doppli del co-
seni degli angoll 3(360°%/7), 2(360°/7), 360°/7.

OSSERVAZIONE

La prima scansione, dall'estremo sinistro alla prima radice della equazio-
ne (1), viene fatta con il primo (minimo) ordine di approssimazione, clo#
con 11 passo piil lungo. Quindi, se in gquesto intervallo esgistono due radi-
ci della (1) la culi differenza & minore del passo suddetto, esse possono
esgsere saltate. Per assicurarsi che questo non avvenga, occorre rifare la
esplorazione, dall'estremo sinistro alla prima radice trovata, con passi

sempre pild piccoll.

Esemplo

La equazione:

(4) % - 1.65 x° + 0.8774 x - 0.1518 = 0

ha le tre radici: 0.44 , 0.46 , 0.75.
Le prime due hanno la differenza 0.02. Pertanto se la procedura del pro-
gramma inizia con 1l'input M=1 e quindi con passo 0.1 le prime due radici

possonc essere saltate dalla esplorazione iniziale.

J.4. - Procedure particolari per certe eguazioni di III grado

Per la gsoluzicne della equazione di III grado possono essere adottate
delle procedure che costituiscono utili esercizi di trigonametria, e che
possono essere espletate con macchine "scientifiche™, che permettono il
calcolo delle funzioni trigonometriche.

E' noto che la equazione algebrica di III grado:
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22 +bz¥cz+d=0

pud essere ricondotta alla forma canonica:
{n 13 +px+g=0

con la trasformazione:

£=x-b/3 .

Supporremo quindi che la equazione che si considera sia posta sotto
la forma (1). D'altra parte ricordiamo che dalle formule d1 addizione del-
le funzioni trigonometriche si ha:

3
(2) cos 3a = 4 cos"a - 3 cos a,

Pertantc la equazione data (1) pud essere risolta con la operazione
di trisezione dell'angolo 3a se si riesce a ricondurla alla forma (2).

A tal fine poniamo:

(3] x = ky
facendo la sostituzione e moltiplicande la equazione (1) per h si ottiene:
313

(4} hk™y” +hkpy +hqg =0

La identificazione con (2} conduce al sistema d1 equazioni:

(5 hk>=4; hpka=-3
con la ovvia condizione:
(6) [hq|g1
Dalle {5) sl ottiens:
(7 K2/p = -4/3

osala:
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(8) k= /-4 p/3

da cui si ottiene una prima condizione necessaria per 1l'applicabilitid del

procedimento:
(9} p<0-
EQ ancora dalla seconda delle (5):
(10) h=3/p /4p/3 ; hq = -3q/p /3p/3

Dalla condizione (6) si trae:

2

{11) (hq) < 1
e dalla seconda delle {(10):
2 3
{12) q /4 +p /27T 40.

Viceversa sl verifica, rifacendo a ritroso 1 passaggl, che se la (12)
& soddisfatta, sl possono determinare le costanti h e k, e quindi ricondur
re la (1) alla forma (2). Da questi due valorl si pud trarre 11 valore di
hg, che si identifica con cos 3Ja; pertanto & possiblle determinare 1'ango-
lo 3a, e 41 gqui, dividendo per 3, si possono determinare 1 tre angoli che
forniscono la trisezione dell'angolo 3a e quindi, rifacendo in senso inver

so 1 passaggl, danno le radici della (2) e di conseguenza della (1).

Esemplo

S1 consideri la equazione di Archimeda:

(13} X=-3x+1=20

gld trattata con altri metodi (par. 3.1.).
In questo caso la (8) e la (10) danno:

{14) k=2;: h=1/2; hq=1/2

Quindi, identificando con la (1? s1 ottiene:
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sy cos 3a = - 1/2 da cul 3a = 120°

La trisezione dell'angolo 3a dA i tre valori: 409,1600, 2800,
I1 calcolo del coseni e del doppio dei coseni dA le tre radici:

1.,532088886 ; -1.8793B524 ; (0.347296355

L'ultimo valore 2 ovviamente la soluzione positiva e minore di 1 della
equazione di Archimede.
{Cfr.U. Cassina - Calcolo numerico - pag. 333 et sqqg.).

Esempio 2

Si consideri il problema della costruzione del poligono regolare di 7 lati

(cfr. par. precedente). Poniamo:

(16} a = 360/7
ed anche:
(1m X = cos a

Le formule di addizione della trigonometria danno:
(1B} cos 3a = 4x3 - 3x ; cos da = -‘3:!:‘l - Bx2 + 1

Se a ha il valore cercato, allora i due valori dati dalle formule preceden

ti coincidono (cfr, fig. allegata); si ottiene gquindi la equazione:

(19) Bx4-4x3—812+3x+1=0

(uesta equazione ha la radice banale x = {. Liberata la equazione da que-
sta radice si ha:

(20 Bx  +4dx° -4x-1=0

Questa equaziocne ha certamente una radice positiva, come sl accerta analigz
zando il comportamento della funzione razionale intera (polinomio) 41 x
che & al primo membro della equazione stessa. Poniamo ora:
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(21) ¥y = 2x
sostituendo nella (20) si ottiene:
y3 + yz ~2y - 1
Ponpendo:
y=z-1/3

si ottiene:

27 23 -63z -7

ed infine ponendo:

u = 3z

8l arriva alla equazione:

u3 -~ 21u -7 =20

- 117 -

¢

0

4



alla quale si possono applicare le procedure esposte in questo paragrafo,
verificando cosi la validitd delle procedure esposte nel paragrafo prece-
dente.

4 - Approssimazione di aree. Calcoli di integralil definiti con il meto-
do del trapezi

N2l par. 1.4, del cap. VIII di guesta II Parte abblamo presentato una
procedura per la valutazione approssimata dell'area del quarto di cerchio,
al fine di trovare una valutazione approssimata della costante 4i Archime-
de.

Tale procedura & solo un caso particolare di una procedura pild genera
le che viene adottata per cercare un valore approssimato di un'area.

La valutazione delle aree delle regioni piane limitate da spezzate po
ligonali non intrecciate (poligono, nel senso elementare del termine} & ar
gomento di note trattazioni di Geometria elementare. Quando il confine del
la regione plana presa in considerazione & una curva (nel senso intuitivo
del termine) la valutazione richiede anzitutto, dal punto di vista teorico,
una analisi logica approfondita e precisa; dal punto di vista pratico, ri-
chiede l'applicazione di procedimenti infiniti di approssimazione, 1 quali
permettono 1l miglioramento indefinito delle informazioni che si posseggo-
no.

-I1l caso storicamente pid importante di questi problemi & stato forni-
to dal problema della quadratura del cerchio, ciod della valutazione del-
l'area della regione plana racchiusa dalla circonferenza di raggio cono-
sciuto.

Tratteremo qui il caso della valutazione dell'area della regione pla-
na definita nel modo seguente: & data una funzione:

(1 y = £ix)
In un intervallo:

(2) A€Xx <B

Si supponga che la funzione (1) sia continua e positiva in tutto 1'inter-
vallo considerato; si abbia ciod:
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(3} £{x) > 0

per ognl x che soddisfa alle relazioni (2).

Si interpretine x,y come coordinate cartesiane orbog'énali di punto in
un piano; si tratta di dare una valutazione approssimata dell'area della
regione compresa tra l'asse delle ascisse, la grafica della funzicne (1) e
le rette pualléle all'asse delle ordinate e passanti per gli estremi del-
l'intervallo (2).

Il problema & risolto dal punto di vista teorico con il calcolo del-
1l'integrale definito della funzione (1) nell'intervallo (2}. Per la wvaluta
zione pratica dell'area della regione considérata si possono adottare va-
rie procedure. Il programma che alleghiamo traduce quello che viene abi-
tualmente chiamato "metodo del trapezi®; con guesto metodo la valutazione
dell'area voluta si ottiene con la procedura seguente: si suddivide 1'in-
tervallo {2) in intervalli parzialil, la cul misura costante viene indicata
con P {passo). Si1 valuta la funzione (1) negli estremi di ogni intervallo
parziale e si valuta l'area del trapezio che ha come base P & come ordina-
te estreme le ordinate della funzione negli estremi dell'intervallo parzia
le considerato.

Le istruzioni 100,110 introducono 1 dati (estremi dell'intervallo e
passo) ; la subroutine 300,310 di i1 calcolo della funzione presa in consi-
derazione; nel caso del programma allegato si tratta della funzione f(x) =
= 1/x.

Il contatore N conta il numero delle cperazioni effettuate e le visua
lizza (236), la memoria Y accumula i risultati dei calcoli dei valori del-
la funzione e quindi visualizza 1'area che & somma di quelle del trapezl
parziali (235), Le 140,225 tengono conto del fatto che ogni ordinata inter
média & contata due volte, e che soltanto la prima e 1Tultima sono contate
una volta sola nel calcolo delle aree dei trapezi.

I valori che si ottengono sono ovviamente per difetto nel caso in cui
la grafica della funzione (1) rivolga la sua concavitd verso il basso in
tutto l'intervallo (2}; sono per ecceaso nel caso in cul la grafica stessa
rivolga la sua concavitd verso l'alto nello stesso intervallo. Nel casi in
cul il comportamento della funzione varii nell'intervallo (2) & opportunc
suddividere 1l'intervallo stesso in intervallo parziali, in ognuno dei qua-
1li 11 comportamento sia quello descritto, e permetta quindi 4i valutare il

segno dell'errore che si commette.
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Programma in linguagglio BASIC (Olivetti M10)

79 1 REM: QUAD3I=QUADRATURA (FORMULE DI..)
100 3 INPUT"A="1A

183 t INPUT"B=") B 'ESTREMI INTV,A<B
118 3 INPUT“P=“3P ° PASSO
113 1X=A ° PARTENZA

120 1N=Q

130 :G0SUB @0

140 :¥Y=F/2

130 : X=X+P

160 :1F X>B GOTO 215

178 :1G0SUB 300

1B@ 1Y=Y+F

200 1N=N+1

203 :GOTO130

213 1X=X-P

220 :G05uUB 3Joa

223 :¥Y=Y-F/2

239 :BEEP

233 1PRINTY#P

236 tPRINTN

240 1END

300 :F=1/X

310 :RETURN

Esempl

Il programma ¢ stato applicato nei casl delle funzioni seguenti, sempre

nell'intervallo definito da A=1, B=2 e con passc P=0,01,

S1 sono ottenuti i seguenti risultati:

1} Funzioni il cul grafico presenta la concavitd rivolta verso 1l basso
(approssimazione per difetto):

(4 y= /%,

Area: 1,218950 con errore minore di 2-10-G

(5) v =1 -x2/16

Area: 0.854165 con errore minore di 2-10.6.

i1) Funzioni il cul grafico presenta la concavitd rivolta verso 1l'alto

{approssimazione per eccesso):

(6) v =1+

Area: 3.33335 con errore minore di 310> per eccesso.
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(7 Yy = 1/x

Area: 0.69315 con errore minore di 10.'5 per eccesso.

E' superfluo osservare che anche le procedure presentate in questo pa
ragrafo sono destinate a ribadire i concetti che abbiamo ripetutamente pre
sentato: infatti 1 calcoli che si possono eseguire in questi casi non pos-
sono essere portati a termine a mano in templ ragionevoli; invece l'imple-
go intelligente delle macchine permette di ottenere delle informazioni che
difficilmente si potrebbero raggiungere altrimenti; occorre tuttavia sem-
pre controllare l'ordine di approssimazione dei risultati, per evitare di

conservare in questl delle cifre che non forniscono informazioni esatte.
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PARTE II1 - Procedure non usuali

IX - Sisteml di equazioni lineari in modo classico

Qual 2 il geométra che g'affige
per misurar lo cerchioj e non ritrova
pensando, quel principic ond’elli indige;
tal era io .......

{Dante Alighieri - La Divina Commedia - Par. XXXIII, 133)

1. - Le considerazioni che abbiamo svolto nel capitoli precedenti posso
no essere applicate a molti argomenti dei programmi di Matematica delle
scuole dell'ordine superiore.

A titolo di esempio, tratteremo qui di alcuni problemi riguardanti
i sisteml di equazioni lineari. E' noto infatti che nel programmi delle
scuole dell'ordine superiore & contemplata la risocluzione del sistema di

due equazioni di primo grade in due incognite del tipo:

1]
o

Bi# X + B2¥Y + B3

(1)
BAmX + BS#Y + B6 =0.

E' nota anche la possibilitd di interpretare geometricamente il si
stema di equazioni (1). Infatti, qualora si interpretino le incognite X
ed Y come le coordinate cartesiane di un punto in un pianoc, 11 sistema
di equazioni (1) traduce in forma algebrica, con le convenzioni della
Geometria analitica, il problema geometrico di ricercare il punto di in
tersezione di due rette del piano, ognuna delle quali & rappresentata
analiticamente da una delle equazioni del sistema stesso.

Dal punto di vista dell'Algebra, il problema non offre gravi Aiffi
coltd; ed invero, nei testli elementari vengono presentati varl procedi-
menti per la sua risoluzione. Tall procedimenti conducono in sostanza
ad esprimere i valori X ed Y delle incognite del sistema (1) in funzio-
ne dei sei coefficienti: Bi....B6; ed i valori di tali incognite sono
espresso in funzione razionale dei cocefficienti stessi, ciod® con sole
operazioni di addizione, sottrazicne, moltiplicazione e divisione.

Il problema si presenta quindi come abbastanza semplice, ed in teo
ria quasi banale, quando si considerino i coefficienti come dei numeri
esatti; esso incomincia invece a presentare qualche complicazione quan-
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do i coefficientli del sistema (1} vengano considerati come dei valori
approssimati di misure di determinate grandezze. Invero in gquesto caso
ogni numero che indica un coefficiente va visto convenzionalmente come
la indicazione di un intérvallo, nell'internoc del quale sta la misura
esatta della grandezza considerata; per esempio, come abbiamo gia visto,

scrivendo

(2) Bl = 2.34..

si intende di indicare convenzionalmente la coppia di diseguaglianze:
3 2.34 < Bl < 2.35 .

Alla }uce di queste osservazioni, le informazioni date dalle formg
le risolutive del sistema (1) debbono essere valutate criticamente, per
ché i valori forniti da tali formule dovrebbero essere accompagnati dal
le indicazionl dei corrispondenti possibili errori; o - meglio - invece
di un unico valore di ciascuna delle incognite, dato da tali formule,
dovrebbero essere assegnati degli intervalli, nell'interno dei quali i
valori possono trovarsi. Ogni ulteriore informazicne, che pretenda di
raggiungere una maggiore precisione, & invece da considerarsi come inat
tendibile e quindi fuorviante.

La costruzione degli intervalli ai gquali appartiene ogni soluzione
del sistema (1) nei casi considerati potrebbe essere fatta a partire
dalle considerazioni svolte nei capitolo VIII; tuttavia il numero dei
dati approssimati colnvolti (sei coefficienti, nel caso del slstema (1)}
suggerisce la ricerca di altri procedimenti, che sarebbero notevolmente
gravosi se si dovessero eseguire i calcoli manualmente, ma diventano di
applicazione relativamente facile guando si disponga di un calcolatore

programmabile, anche di modesta potenza.
Nel programma allegato, denominato LIN2, la valutazione dell'ordi

ne di avvrossimazione delle socluzioni del sistema (1) viene fatta nel
modo seguente: si passano in rassegna tutti i casi possibili per 1 sei
coefficienti del sistema (1), prendendo per ciascuno di essi il valore
per difetto e quello per eccesso. Tali casl sono ovviamente in numero
ai 26=64. In ognuno di tali casi si applicano le formule elementari di
risoluzione del sistema (1), e si visualizzano pei il massimo ed il mi
nimo dei valoril delle incognite cosi ottenuti.

La enumerazione di tutti 1 64 casi possibili viene fatta nel modo
seguente: si rappresentanc i numeri da 1 a 64 in base 2, e si prendono
le prime 6 cifre di tale rappresentazione,a partire da destra. Tali ci

fre sono - come € noto - O oppure 1. Esse vengono prese come coefficien
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ti degli incrementi che fanno passare ogni dato del problema { coefficien
te del sistema (1)) dal valore per difettc a quello per eccesso.

Le istruzioni 100-105 introduconc i dati; la 110 da l'errore dacui
i dati stessl sono affetti. Il contatore Hl 4a i numeri da 1 a 64; la
subroutine 950-1000 da la rappresentazione in base 2 41 tali numeri. Il
contatore N da il posto delle cifre della rappresentazione in base 2, a
partire da destra. Le istruzioni 190-240 rimandano alle istruzioni 250-
420, che costruiscono tutti i possibili valori, per difetto e per ecces
so, dei dati. Le istruzioni 610-650 calcolano i valori delle incognite,
con le formule elementari, per clascuno dei casl considerati. Le 680 co
struiscono l'estremoc inferiore X5 e 1'estremo superiore X6 dell'interval
1o in cul cadono le scoluzioni X. Le istruzioni 740-810 fanno una opera-—
zione analoga, costruendo l'estremo inferiore ¥5 e l'estremo superiore
¥6 dell'intervallo in cuji cadono le soluzioni Y del sistema (1). Le 850-
880 visualizzano tali intervalli.

L'applicazione del programma LIN2 mette in evidenza la validita
delle osservazionl che sono state fatte pid volte a proposito delle in-
formazioni fornite dai calcoli. 51 ha infatti - per esempio - che con 1

dati seguentl:
Bl = 3.21 , B2 =2.25, B3 =19.87 , B4 = 3.35, BS = 2.20,

BE 19.87 ., E = 0.01

sl ottengono 1 risultati:

H5 = 1.6576 , X6 = 2.4932 , Y5 =5.2353 , ¥6 = 6.4661.

Il calcolatore fornisce molte cifre decimali, cltre a quelle che
sono state riportate qul sopra. E' ovviamente inutile riportarle, per-
ché gid quelle che abbiamo scritto mettono in evidenza la inutilita di
guesta operazione.

Infatti una breve osservazione del risultati permette di conclude-
re che, in questo caso, la incertezza sulla seconda cifra decimale nei
dati porta alla incertezza sulla cifra delle unitd nei risultati.

Pertanto, quando i dati fossero dei numeri che traducono delle mi-
sure di grandezze concrete, le sole informazioni che & lecito dare come
attendebili sono che il punto di intaersezione delle due rette rappresen
tate dal sistema lineare (1) sta all'internoc di un rettangolo, con i la
ti paralleli agli assi coordinati, costituito dal punti le cui coordina
te massime e minime sono date dal risultati riportati.
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LIN2, programma in linguaggic BASIC (Olivetti M10}

99 :REM.LINZ2-SISTEMI LINEARI 2#2 CON INTV.
1 INPUT"B1="3B1 "COEFFICIENTI PRIMA EQUAZ.
s INPUT"B2="3;B2

s INPUT"BE="; B3
: INFUT"B4=";B4 "'COEFF ICIENTI SECONDA EGUAZ.
t INPUT"BS="3 BS
1 INPUT"BO&="; BS
: INPUT"E=";E'ERRORE NEI DATI

100
101
102
1@%
104
1@5
110
120
130
135
140
150
160
17@
200
21@
220
230
240
250
240
272
2060
290
300
B.3Y"
320
330
340
350
3460
370
180
390
400
410
420
610
620
&30
&4@
650
&60
&70
&8e
490
7oe
710
720
730

iH1=1

: IF H1X64 GOTO B40

1M1=H1
:N=1
:IF N>b

GOTO

: 6O5UB 92@ -

tIF
: IF
1 IF
s IF
: IF
: IF

Z:ZZ]Z%ZE
[T PR N

[

GOTO
GOTO
G0TO
GOTO
GOTO
GOTO

610

250
28@
10
4@
370
400

tAl=Bl + E#M4

tN=N+1

:GOTO 150
1A2=B2 +E¥M4

s N=N+1

:6GOTO 150
: AS=BI+E#M4

T N=N+1

:GOTO 15@
sA4=H4+E*Mg

tN=N+1

:60TO 15@
FAD=ES+EwM4

T N=N+1

:6GOTO 15@
: AG=BO+E#M4

s N=N+1

: 6070 15@
:W=A1#AS-AZ%Ad
tU=A2#A6-A3HAS
:V=AIRAZ-QL *Ab

s Z1=U/W
tZ2=V/W
1X1=721

:IFH1*1 GOTO 700

1 X9=X1
1 X6=X1

: IF X5<4X1 GOTO 72@

P XS=X1

:IF X&6:xX1 GOTO 740

T XO=X1
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740
750
760
77@
780
790
a0a
g1a
820
a8ro
a4qe
85e
860
87e
age
870
50
P60
7@
T80
70

1000

1Y¥1=12

s IF H1>1 GOTCO 78@
1 YS=Y1

1Ya=Y1

: IF ¥S<Y1 GOTC Bao
:Y¥YS=Y1

:IF Yé6ryYl GOTO 820
iYae=yYl1

tH1=H1+1

+ GOTD 130

t BEEF

tFPRINT "XS="; X5
:PRINT "X&="; X&
tFRINT “YS=";Y5
1FRINT “Y&=":Y6

: END

tM2=M1/2

TMI=INT (M2}
tM4=M1-2%M3
:MS=M1-M4
tM&=MS/ 2

tM1=M&

1210 :RETURN



2. - Nel paragrafo precedente abbiamo trattato dei problemi riguardanti
la risoluzione dei sistemi di equazioni lineari. Il programma ivi consji
derato traduce il procedimento classico che viene presentato nel tratta
ti di Algebra elementare.

La possibilita di utilizzare del mezzi elettronicl di calcolo, an-
che non moltoc potenti, permette tuttavia di escogitare altre procedure
per giungere alla soluzione dei probleml di sisteml di equazioni linea-
ri. Tali procedure saranno illustrate nelle pagine che sequonc, e la lo
ro utilizzazione pud costituire un utile esercizio sui concetti e sul
metodi elementari della Geometria analitica; a tal fine presenteremo le
procedure usando il linguaggic geometrico, interpretando il problema di
ricerca delle soluzioni di un sistema di due eguazioni lineari in due
incognite come la traduzione analitica del problema geometrico di ricer
ca del punto di intersezione di due rette.

Indichiamo qul con F & G tali rette, e supponiamo che le equazioni

lineari che le rappresentano siano le seguenti:

[}
o

[ Al¥Y1 + P2WX2 + A]
(1) ¢

, Al®X1 + B2#X2 + B3 = 0.

H
LY

Si indichi ora con O il punto cercatoc di intersezione delle due
rette; ovviamente le sue coordinate renderanno nulli i primi membri del

le aquazioni (1).
Non vi & pericolo di confusione se si indicanc tali primi membri

con 1 nomi F e G rispettivamente, ponendo cioé

F = Al%X1 + R2aX2 + A3

{2)
G = BixxX1 + B2MX2 + B3.

Indichiamo ora con K la funzione delle due variabili X1 ed X2, da-

ta dalla somma dei valori assoluti dei due polinomi F e G; poniamo cioé:
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(3 K = ABS(F) + ABS(G).
Cvviamente la funzione K & ovunque non negativa e la condizione ne

cessaria e sufficiente perchd si abbla:
{4) K =20

2 che le variabili X1 ed X2 siano le coordinate del punto O di interse-
zione delle due rette.

Si consideri ora un punto U del piano, avente coordinate (U1, U2);
ovviamente se il punto U che si & scelto coincide con il punto C che si
cerca, le sue coordinate renderanno nulli i primi membri delle equazio-
ni (1); e quindi renderanno nulla anche la funzione K. S5e questo non av
viene, si mandino da U le perpendicolari alle due rette F e G, e si indi
chino rispettivamente con V e W i due piedi di tali perpendicolari. Im-
mediate considerazioni di Geometria elementare portano a concludere che
ognuno dei due punti V e W, & pid vicino ad 0 del punto U dal quale so-
no state calate le perpendicolari; & pure facile concludere che anche
il punto medioc del segmento avente per estremi V e W ha la stessa pro-
prieta; pertanto le coordinate di tale punto medio darannoc una valuta-
zione migliore delle coordinate del punto O di quanto non siano le coor
dinate del punto di partenza U. Si dimostra quindi facilmente che i1 va
lore di K, calcolato in corrispondenza delle coordinate del punto medio
ora trovato € minore del valore calcolato in corrispondenza al punto di
partenza U.

E' chiaro che, mentre il punto medio trovato si avvicina al punto
O cercato, il wvalore della funzione K si avvicina allo zero.

Di conseguenza la valutazione della approssimazione delle coordina
te del punto medio trovato alle coordinate del punto O cercato potrad es
sere data dalla valutazione del valore della funzione K. E' chiaro che,
se tale valore & stimato troppc alto al fini della soluzione di un de-
terminato problema, il procedimento pud essere ripetuto scegliendo il
punto medio trovato come nuovo punto U.

51 pud quindi programmare un procedimento di approssimazioni succes
sive, che conduce a trovare dei valori tanto vicini quanto si vucle ai
valori delle coordinate del punto cercato O.

Il programma allegato, chiamato 5NF4 traduce le considerazioni geo
metriche svolte finora.

In esso la subroutine 900, 910, 920 & destinata a calcolare il va-
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lore della funzione K; 11 valore Z, calcolato dalla istruzione 400, co-
me somma dei valorl assolutl del coefficienti Al, A2, Bl, BZ, ha l'uffi
clo di una specie di coefficiente di normalizzazione: infatti pud avve-
nire che valori troppo grandi dei coefficienti ora nominati rendano mol
to lungo il procedimento che conduce ad abbassare il valore di K fino
al di sotto del limite stabjilito con la istruzione 220. Allo stesso sco
po & diretta la introduzione del valore intero M con la istruzione 230,
e la utilizzazione del contatore N, con le istruzioni 405, 460, 560,
per fermare le procedure guando il numero dei cicli superi 11 limite M
stabjlito.

Le lstruzioni 260....360 calcolano i coseni direttori delle perpen
dicolari calate da U alle due rette; le istruzioni 470....500 calcolano
le coordinate dei piedi 4i tall perpendicolari; le 510, 520 calcolano
le coordinate del punto medio di questi due punti. La 54C ferma il pro-
cedimento quando la approssimazione ottenuta & soddisfacente; le 580,
590 visualizzano le sole cifre delle coordinate che hanno significato,
in relazione all'ordine di approssimazione stabilito.

Il procedimento che & stato esposto nel suo significato geometrico
in relazione ad un sistema di due equazioni lineari, pud essere applica
to anche alla soluzione di un sistema di un numerc qualunque di equazio
ni di tale tipo. Ovviamente in questo caso manca la possibilita delle
interpretazione geometrica intuitiva, ma gli aspetti formali della pro-
cedura rimangono inalterati.

Il programma allegato, denominato FUOR] & relativo ad un sistema
di 4 equazioni lineari. Si pud osservare che in questo caso le formule
tradizionali conducono a calcoli molto lunghi e complicati: infatti nel
caso in esame l'applicazione deile formule basate sul metodo di Cramer
conduce al calcolo di 5 determinanti di matrici quadrate di ordine 4;
ed il calcolo del valore numerico di ognuna di queste matrici conduce a
calcolare, per ciascuna di esse, Z4 prodotti di 4 fattori ciascuno, ed
a sommare i prodotti stessi.

E' abbastanza spontanec pensare che, quando si parta da valori ap-
prossimati dei coefficienti, risulti molto difficlle valutare gll erro-
ri che si accumulano con tale procedimento, e quindi risulti molto dif-
ficile dare una valutazione critica delle informazioni che si ottengono
con tali calcoli, anche se essi traducono procedimenti teorici assoluta

mente perfetti.
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Pertanto, in questo caso ed in wmolti altri analoghi, pessisse cs
la utilizzarione di procedimenti diversi da quelli abituall e tralizico-
nali possa condurre pid sicuramente allo scopo di avere informaxiomi at
tendibili, e di valutare i margini di errore dei risultatd.

a) SNFP4, programma in linguaggio BASIC (Olivetti M10)

120 1 INPUT"AL=";Al REM"SNF4.DO"

110 ¢ INPUT"A2="; A2 'REM:GLI A eB SOND COEFF.
120 : INPUT"A3=";AJ

158 : INPUT"B1=";B1

168 : INPUT"B2="; B2

170 3 INPUT"B3I="3 B3

200 :INPUTX1=":X1 "REM :GLI X DATI INIZ.
21@ : INPUT"X2=";X2 .
220 ;: INPUT"E="3E ‘'REM :ERRORE AMMESSO
230 : INPUT"M="3;M REMIN. MAX DI CICLI
250 15A=A1"2+A2"2

260 SP=B1"2+B2"2

IV :P1=A1/SA'REM:CDS DIRET.

310 :P2=A2/SA

358 :Q1=B1/5B

360 1Q2=B2/SB

40@ : 7Z=ABS (A1) +ABS(A2)+ABS(B1)+ABS (B2}
401 :L=1/7

405 :N=0

410 :Ul=X1

411 1U2=X2

430 :GOSUBY0@

458 : IFJ<EGOTDSB0

440 1 IF N>M GOTO 400

478 :V1=Ul-F1aF

480 :W2aU2-P2sF

490 :1W1=U1-Q14G

SO0 :W2=UZ-Q24#6

S10 :X1=(VY1+KW1)/2

520 1 X2=(V2+W2) /2

530 :B05UB 220

540 :1F J<E GOTOSS80

550 :1U1=X1

‘S551 uU2=x2

S60 1N=N+1

578 :G0TD 440

580 :PRINT E#® (INT(X1/E}}

590 1PRINT E=(INT(X2Z2/E))

595 :PRINTN

600 :FRINT"END”

61@ 1END
900 :F=Al#X1+AZ#X2+A3 REM1SUBR. DELLE EG.

?1@ :G=B1#X1+B2#X2+B3
920 1K=ABS (F)+ABS(G)
930 1 J=Kwl

4@ 1RETURN
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b) FOURl, programma in lingquaggio BASIC {(Oiivetti M10)

100 : INPUT“Al1=";Al FOUR1=4 EQUAZ.
181 : INPUT"A2=" ;A2 COEFF.

182 1 INPUT"A3=";A3

124 1 INPUT"A4=";A4

185 : INPUT"AS="3;AS

11@ 1 INPUT"B1=";B1

111 1 INPUT"B2=%;B2

112 1 INPUT"B3=";B3

113 : INPUT"B4="; B4

114 : INPUT"BS=";BS

120 : INPUT"Ci=";C!

121 : INPUTHC2="3;C2

122 & INPUT"C3=";C3

123 : INPUT“C4=";C4

124 : INPUT"CS=";C5

138 : INPUT*D1=";D!

131 s INPUT"D2=";D2

132 : INPUT"D3=";D3

133 : INPUT“D4=";D4

134 : INPUT"DS=";D5

14@ 1 INPUTHX1=";X1

141 : INPUT"X2="3X2 DATI INIZIALI
142 : INPUT"X3="; X3

143 : INPUT" X4="; X4

150 : INPUT"E="3E ERRORE AMMESSO
16@ : INPUT"M="3M NUMERO MAX.DI CICLI
200 : ZA=A1"2+A2"2+A3 2+A4"2

201 :2B=B1-2+B2"~2+B3~2+B4~2

202 :IC=C1~2+C2-2+C3~2+C4"~2

203 :ZD=D1"2+D2~2+D3~2+D4~2

220 :P1=A1/2A’'COS.DIRETTORI

221 :P2=A2/IZA

222 :P3=A3/IA

223 1P4=A4/IA

23@ :Q1=B1/ZB

231 (G2=B2/IB

232 :Q3=B3/IB

233 :04=B4/1IB

24@ :R1=C1/IC

241 1R2=C2/1IC

242 :R3=C3/IC

243 :R4=C4/IC

250 :51=D1/ZD

251 :152=D2/1D

252 1S3=D3/1D

253 :54=D4/ID

270 :1LA=ABS (A1) +ABS (A2) +ABS (AZ) +ABS (A4)
271 1LB=ABS (B1) +ABS (B2) +ABS (B3) +ABS (B4)
272 :LC=ABS(C1)+ABS (C2) +ABS (C3) +ABS (C4)
273 tLD=ADPS (D1)+ABS (D2} +ABS (D3) +ABS (D4)
274 1HS=LA+LB+LC+LD

260 :LS=1/HS
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300 :N=Q

18 :01=x1

311 :02=X2

312 :03=X3

313 :04=X4

320 :GOSUB 70Q

325 :IFJ<E GOTO420

326 :IFN>M GOTOA4Q

330 :Uul=01-Pi+FA'PIEDI DELLE FERPEND.
331 ;U2=02-P2+FA

332 :U3=03-FPIXFA

333 1U4A=04-P4axFi

348 :V1=01-Q1%FB

341 :V2=02-RQ2%FB

342 :1V3I=03-Q3I*FB

34% :1V4=04-Q4*FE

350 1W1=01-R1=FC

251 :W2=02-R2*FC

352 W3I=03-R3»FC

TSI 1 WA=04-R4xFC

36@ :T1=01-S1#FD

361 : T2=02-S2#FD

362 :T3=D3-~53#FD

363 :T4=04-5S4»FD

I70 :X1=(U1+V1+W1+T1) /4 BARICENTRI DEI! PIEDI DELLE FERENDICOL.
371 1 X2=(U2+V2+W2+T2) /4

I72 2 XB=(US+VI+WI+TI) /4

373 : X4A=(U4a+V4+WA+T4R) /4

38@ :GOSUD Y00

39@ :IF J<E GOTO 420

490 :01=X1

4@1 :02=X2

402 :03=X3

403 :04=Xx4

485 :N=N+1

41@ :50TO32Q

420 ;PRINT E* (INT(X1/E))

421 ;PRINT E#(INT(X2/E)}

422 :PRINT E#(INT(X3/E))

423 :PRINT E*{INT(X4/E)}

430 :PRINTHN

440 PRINT "END" ‘'CASO DI TROFPFL CICLI
45@ 1 END

900 1FA=AL#X1+AZRXZ2+ASRXI+A4xX4+A5 'EQUAZIONI L INEARIL
LB ;FE=Pl#X1+B2xX2+B3I#X3+D4AnX4+05
920 :FC=C1luX1+C28X2+C3IuXS+CanX4+CS
3@ :FD=D1xX1+D2#X2Z2+D3INXI+DARX4+DS
240 :K=ADBS(FA)+ABS(FB!+ADBS (FC) +ABS (FD
Q@ :1J=k# S

760 :RETURN
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X - Utilizzazione di METCDI MONTECARLO

1, - Nel capitoli precedenti abbiamo pi2 volte esequito del calcoli av- -
vertemxdo che concettualmente essi sonc molto semplici, ma che, 41 fatto,
essi sono praticamente inesequibili, perché richiederebbero troppo tem-
po e troppa fatica.

In questo capitolo del nostro scritto daremo altri esempi Al uti-
lizzazione di macchine calocolatrici, con procedure che sarebbero prati-
camente non applicabili manualmente, perchd richiederebbero troppo tem-
po, ma che sono eseguibili con opportuni calcolatori; esse possono veni
re utilizzate per ottenere delle informazioni, quando manchino altre
procedure per risolvere i problemi che interessano.

Tra le procedure piil interessanti, che non sono applicabili con
calcolli manuali, sono quelle che vengono abitualmente richiamate con 1l
termine di "METODI MONTECARLO", Quesato nome richiama una localitd molto
nota come sede di una casa da gloco, cio® di unc stabilimento che viene
considerato come un esemplare di bisca, sede di scommesse. Come & noto,
viene abitualmente chiamato "scommessa™ un contratto aleatorio, ciod un
contratto i1 cul esito dipende dall'avverarsl oppure no di un evento
che non & prevediblle con mezzi abituali.

Abitualmente vengono chiamati “"aleatori® degli eventi che sono con
sequenze di certli comportamenti umani (per esempio esperimenti) 1 cui
risultati non sono prevedibili con certezza: esempio tipico sono 1'appa
rire di una determinata faccia di un dado o di una maneta, lancilati sen
za particolari precauzioni; cppure la estrazione di un determinato nume
ro al gloco del Lotta, o la comparsa di un determinato numerc o un de-
terminatc colore alla "roulette®.

Esperimenti cosiffatti, ed altri numerosissimi che sono stati esco
gitati, danno luogo a contratti ed impegni economici che pongono i con-
traenti in condizioni di incertezza, conseguente alla pratica imposasibi
1ita di avere informazionl complete sugli esiti dei comportamenti con-
cretd. o

La tecria di questl contratti viene chiamata “CALCOLO DELLE PROBA-
BILITA'", e costitulsce un ramo della Matematica il quale mira a dare
le regole per un comportamento che realizza la massima razionalitd com-
patibile con le informazioni incomplete che i soggetti posseggono.

Questo ramo della Matematica 2 stato applicato anche per calcoli
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teorici; il primo esempio di calcoli cosiffatti & costituito dal cele-
bre "PROBLEMA DELL'AGO" di Buffon (Georges-Louis Leclere, Conte di,
1707-1788), che tratteremc nel paragrafo 3.

2. - In molte macchine calcolatricl, anche tascabili, & possibile uti-
lizzare delle istruzioni le guali forniscono dei numeri che vengcno
detti "casuali™ o anche "aleatori®; per esempio, con adeguate istruzio-
ni, la macchina pud fornire un numero positivo compresoc tra zerc ed 1 e
con tre o pid cifre decimali, il guale varia di volta in volta con una
leqge talmente complicata che il numero stesso pud essere considerato
come casuale per un utilizzatore normale. Non interessa qui decidere la
questione se tall numeri possanc a rigore essere considerati del tutto
casuali; Dbasta vche essi siano distribuiti in modo soddisfacentemente
wuniforme in certi intervalli che interessano l'utilizzatore; per esem-
pio, se si tratta di numeri i quali sono compresi tra zerc ed 1, inte-
ressa che, guandoc ne siano stati generati molti, il numero di quelli
che appartengono ad un determinato intervallo parziale sia proporziona-
le alla lunghezza dell'intervallo stesso.

Gli espedienti per generare delle sequenze di numeri che abbiano
queste proprietd formano oggettc di studi che non possiamo analizzare
qui; ci limitiamo ad osservare che le proprieta che abbiamo ricordato
possono essere utilizzate e sfruttate per eseguire dei calcoli e delle
valutazioni che condurrebberc a risolvere problemi troppo complicati o
addirittura difficilmente risclubili se affrontati con i metodi tradi-
zionali della Matematica. Questi procedimenti sono applicabili quando
si disponga di calcolatori programmabili (anche piccoli), perché soltan
to in questi casi sono eseguibili le operazioni ed i calcoli parziali
numerosissimi che si debbono affrontare.

5i hanno esempi interessanti di applicazione di procedimenti co~
siffatti in alcuni problemi, gquandc sia poco comodo utilizzare i pro-
cedimenti abituali dell'Analisi matematica; per esempio in certi pro-
blemi che richiedono valutazioni di aree di figure piane o volumi ai
solidi, oppure quando i procedimenti abituali richiedano tante manipo-
lazioni dei dati da provocare degli errori finali quasi certamente mag-
glori di quelli che si incontrano applicando i procedimenti Montecarlo.

Vedremo nel sequito delle applicazioni di questi procedimenti nei
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vari casi.

A titolo di esempio, utilizziamo il procedimento MONTECARLO per la
valutazione della costante di Archimede pigreca, che abbiamo gid cerca-
to di valutare in vari modi. In questo caso ci riallacciamoe alla proce-
dura esposta nel paragrafo 1. del capitolo VIII. La differenza tra la
procedura ricordata e quella che esporremc qui sta nel fatto che la va-
lutazione approssimata dell'area viene qui eseguita facendc costruire
al calcolatore moltl numeri casuali, compresi tra (0 (zero) ed 1; tali
numeri, a copple, vengono interpretati come coordinate d4i punti interni
al quadrato di lato unitario. Se le scelte sono abbastanza numerose, si
pud ragionevolmente presumere che i punti siano uniformemente distribui
ti nell'internc del quadrato; il che significa che il numerc 4di punti
interni ad una determinata figura contenuta nel quadrato & proporziona-
le all'area della figura stessa. Se la figura & il quarto di cerchio di
raggio unitario, avente il centrc in un certice del quadrato, si ottie-
ne ovviamente una valutazione dell'area di guesto quarto di cerchio e
quindi una valutazione della costante di Archimede.

Nel programma accluso la istruzione 100 introduce lo INPUT S, che
stabilisce il numero di punti da scegllere a caso nel guadrato di lato
unitario: le istruzioni 105, 106 introducono il computo del numero di
punti scelto e rispettivamente del numero di puntl che cadono dentro il
quarto di cerchio, a norma del confronto dato dalla !50. La istruzione
110 fa terminare il procedimento e visualizzare i1l risultato quando i1l
numero dei punti scelti supera quello stabilito S; le 120, 130 fanno
scegliere a caso al calcolatore due numeri compresi tra 0 (zero) ed 1.
Tali numeri sono interpretati come coordinate cartesiane di punto, e la
istruzione 140 calccola il guadrato della loro distanza dall'origine,
che & un vertice del quadrato. Se tale distanza & minore di 1, cioé se
il punto & interno, i1l caso viene computato dal contatore M, e si rico-
mincia il procedimento (Istr. 180); altrimenti si fa un'altra scelta;
in ogni casc la scelta viene computata dal contatore N (Istr. 170, 190).
Alla fine del procedimento si fa il rapporto tra il pumero di scelte fa
vorevoli, nel senso che danno lucgo a punti interni al quarto di cer-
chio, ed il numero N delle scelte esequite; tale rapporto, se S & abba-
stanza alto, risulta sensibilmente proporzicnale al rapporto tra l'area
del quarto di cerchio e quella del quadrato; quindi, tale rapporto, mol
tiplicato per 4, da una valutazione relativamente soddisfacente di pi-
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greca,

Per esemplo, per S= 10000 si ottiene 3.1528847115287; per S = 20000
si ottiene 3.13B615162265,

Come sl pud constatare dal confronto con le altre valutazioni, gli
errori sono notevoli. Inoltre il proc;dimentn risulta abbastanza lento;
ma il suo aspetto piill negativo & dato dal fatto che in questo caso non
& possibile, con un solo calcolo, stabilire l*ordine di grandezza né il
segno dell'errore che si commette: invero, per avere informazioni pia
attendibili, occorrerebbe ripetere molte volte lo stesso calcolo e pei
adottare metodi statistici per elaborare le informazioni (tutte diverse
tra lore) che si ottengono di volta in volta. Pertanto la efficacia di
questi metodi deve essere accuratamente valutata in relazione ai proble

mi che si vogliono risolvere.

Calcolo di 7 con METODO MONTECARLO, programma in linguaggio BASIC
{Olivetti M10)

FP:REM.MC1.MONTECARLO 1.CALCOLO DI PIGRECO CON METODRO MONTECARLO
10@: INPUT "S=";S
105: N=0

104 M=0

11@0: IF N>5 GOTO 214@
12@: X1=RND(1)

130: X2=RND (1)

14@: F=X1"2+X2"2
15@: IF F>1 GOTO 190
1460; M=F+1

170: N=N+1

180: 6OTO t1i0

1 9@ N=N+1
200:6G0TO1 19
21@:F=4#M/N

22@0: BEEF

23@:PRINT F

24B:END
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3. - Le considerazioni sulla esperienza progettata da Buffon (cfr. pa-
ragrafo l.) costitulscono une dei primi esempi di applicazione dei con-
cettl fondamentall del calcolo delle probabilitd a problemi 4l Geome-
tria; prendeva cogi origine un ramo del calcolo delle probabilita che
viene spesso indicato come teoria delle probabilitd geometriche.

Come & noto, 11 problema Ai Buffon potrebbe essere presentato nel
modo seguente: & dato un pavimento, sul quale sono tracciate delle ret-
te paralliele, tutte alla medesima distanza l'una dall'altra.

Si lancia sul pavimento un ago, avente lunghezza uguale alla di-
stanza tra due delle rette che rigano il pavimento. Si tratta 41 valu-
tare la probabilita dell'evento che si verifica quando 1'ago cade sul
pavimento in modo da intersecare una delle linee che rigano 11 pavimen-
to stesso.

La valutazione di tale probabilitd costitulsce un esemplo di faci-
le applicazione di concetti elementari di Trigonometria, beninteso quan
do sl accettino certi presupposti di calcolo deile probabilita che non
intendiamo discutere qui, e che comunque sono stati gid analizzati, al-
meno in parte, nelle pagine precedenti.

Senza lesione della generalitd, possiamo scegliere come unita 4ai
lunghezza dei seqmenti la metd della distanea tra due rette parallele.
Pertanto 1'ago avrd lunghezza uguale al dopplo della unita di misura
del segmenti.

Al fini che ¢i interessano, la posizione dell'ago che cade sul pa-
vimento & caratterizzata da due parametri: la distanza X2 del punto me-
dic dell'ago dalla retta pid vicina, e 1l'angolo X1 che 1'ago caduto for
ma con le rette del pavimento (cfr. la figura allegata). Facili conside
razioni di Trigonometria elementare conducono a concludere che 1'ago in

terseca una retta allora ed allora soltanto che si abbia:
{1) X2 < sin(x1) _

51 pud allora progettare un programma che riproduca abbastanza fe-
delmente le circostanze dell'esperimentc materiale descritto.

La figura allegata illustra geometricamente la relazicne tra i pa-
rametri X1 ed X2 che abbiamo considerato. Precisamente, Llntarpretando
Xl ed X2 come coordinate cartesiane di punto in un piano, 1 punti che

danno luocgo all'incontro dell'ago con una retta sono quellil al di sotto
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dell'arco di sinusoide, corrispondente ai valori di X1 tra zero e pigre
co. Se immaginiamo di scegliere "a caso® dei punti nel rettangolo raffi
gurato, potremmo considerare come una valutazione attendiblle della pro
babilitd che cerchiamo i1 rapporto tra il numerc di punti casuvall inter
ni all'arco di sinusolde rispetto al numero totale di punti che cadono
nel rettangolo di altezza 1, limjitato dalle asclsse zero e pigreco.

Supponendo che i punti siano abbastanza numerosl e distribuiti in
modo sufficientemente uniforme, il rapporto che si cerca risulta prossi
mo al rapporto tra le aree delle figure piane considerate. Considerazio
ni di carattere non elementare permettono di valutare l'area della figqu
ra limitata dall'arco di sinusclde, area che vale 2.

D'altra parte l1'area del rettangolo di altezza 1 e di base pigreco
vale ovviamente questo numero.

Il programma allegato, denominato BUF1, traduce le considerazioni
zvolte f£in qui.

Precisamente la istruziene 100 introduce il numero del punti che
si vogliono scegliere, la 120 fa arrestare 1 caleoll e visualizzare 1
risultati quando il numerc del punti scelti supera quello stabilito. Le
istruzieni 110, 115 introducono i valori inizjiali del numeri dei punti
scelti (N) e quello dei punti che cadono sotto 1l'arco di sinusoide (Q).
La istruzione 130 fa scegliere a casc un numerc X1 tra zero e 4. Cld
porta alla necessitd di scartare quelle scelte che danno valori superio
ri a pigreco; ecid si fa con la istruzione 140, che fa ripetere la scel-
ta quando il valore trovato supera il limite, senza tenerne conto nella
contabiliti generale delle scelte.

La istruzione 160 distingue tra 1 punti che cadono sotto l'arco di
sinusoide e quelli che cadono nel rettangolo, facendoll contabilizzare
in modo diverse. Infine la 250 visualizza 1l risultato.

Ovviamente questo pud essere diverso da prova a prova, e dipende
essenzialmente dai programmi per la generazione dei numeri casuali che
sono inseritl nel calcclatore che si usa.

Per esamplo, un esperimento ha dato, per M=5000 il valore
R=3.1589....

Riteniamo quindl utile fare esplicitamente qualche osservazione a
proposito di questo programma, e di altri analoghi che si potrebbero
escogitare.

Osserviamo anzitutto che la utilizzazione di questo programma non
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pud in alcun caso essere considerata come sostitutiva dell'esperimento
matariale fisico. Infattl in questo, ed in altri casi, il calcolatore
pud soltanto simulare cid che avviene nella realtd sperimentale, ma que
sta simulazione & frutto di una schematizzazione e di una idealizzazio-
ne degll esperimenti: pertanto questi non potranno in alcun casoc egsere

sostituitl dalla similazione con il calcolatore.
In secondo luogo ricordiamc che questi esperimenti. non possono es-

sere considerati come gostitutivi deil ragionamenti teorici che portano
al calcolo preciso A1 valorl approssimati della costante di Archimede.
Infatti la ripetizione dello stesso calcolo con lo stesso numero &l pun
t1 pud benissimo portare a valori diversi del rapporto cercato, il qua-
le dipende - ripetiamc - anche, ed in modo determinante, dal programma

internc di generazione dei numeri casuall.
Pertanto cid che abbilamo esposto finora pud essere considerato pil

come un utile esercizio di scrittura e di interpretazione di programmi
che come un metodo efficace per valutare la costante di Archimede.

BUF1l Esperienza di Buffon, programma in linguaggio BASIC (Olivetti M1Q)

?g;ﬁf:;g?Fl— ESPERIENZA DI BUFFON,
: "M="iM

Lo iM'NUMERD DELLE PROVE
115:0=1

128: IF N>M GOTOZSE

13@: X1=4%RND (1)

14@: IF SIN(X1)<@ GATO 132

15@: X2=RND (1}

148: IF X2« SIN(X1) GOTO 190

172: Q=Q+1

18@8: GOTO 1z@

190: @=0+1

20@: N=N+1]

2190:60T0 12@

25@: HEEP

251:R=2#Q/N

260:PRINT"R=";R

27@: END
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4, ~ Un altro esempic di problema di probabilitd geometrica @& quello
che viene richiamato in vari modi e che noi qui chiameremo PROBLEMA
DELLO SPEZZAMENTO DEL BRSTONE, perché sotto questa forma esso viene
presentato anche nelle pubblicazioni di divulgazione. Esso viene formu-
lato abitualmente nei sequenﬂ termini: s1 spezza a caso un bastone in
tre pezzi; valutare la probabilitd3 che con tali pezzi si possa costrui-
re un triangolo, del quale essi sono i lati.

E' facile osservare che questo enunciatoc & prive di senso, nono-
stante 11 fatto che per qualcunc esso possa apparire chiarc: infatti il
problema non & risolubile fino a quando non si precisa che cosa in in-
tende dire con la espressione "spezzare a caso un bastone” o con altre
egpressioni analogamente indeterminate.

Uno dei (tanti) modi possibili per dare un sensoc precisoc alla fra-
se potrebbe essere il seguente: si lmmagini un bastone di lunghezza de-
terminata; sl segnino su di esso delle tacche di divisione, a distanze
tutte uguali tra loro, e talmente fitte che sia "praticamente™ indiffe-
rente la scelta di un punto di divisione nell'intervallo tra due tacche:
per esemplo, se il bastone @& lungo 1 m, 3l segnino 10000 tacche, a di-
stanza di 0.1 om l'una dall'altra. Si introducano pol in un'urna 10000
palline, indistinguibili al tatto, segnate con i numeri da 1 a 10000;
sl estraggano due palline dallturna e si faccia la divisione del basto-
ne nel puntl in cul sono le tacche corrispondenti ai due numeri estrat-
ti.

Per la valutazione teorica della probabilitd si possono svolgere
le seqguentl considerazioni: si facciano costruire da un calcolatore due
numeri casuali (nel senso spiegato nel paragrafo 2} che chiameremo X1
ed X2, compresi tra O (zero) ed 1.

Questi due numeri saranno considerati come le lunghezze di due dei
lati del triangolo incognito da costruire, il terzo lato avendo ovvia-

mente la lunghezza:
(1) X3 = | -X1-X%2

E' noto dalla Geometria elementare che la condizione necessaria e
sufficiente perché i1 tre numeri: X1, X2, X3 possanc essere le lunghezze

del tre lati di un triangolo & che clascuno di essi sia minore della
somnma degli altri due.

- 140 -



Queste condizioni si traducono facilmente nelle limitazioni seguen

ti:

(2} X1 € 0.5 ; X2 < 0.5
X1+x2 < 0,5,

*xz

1

»
0 o5 N X1

Queste limitazioni ammettono una facile e semplice interpretazicne
geometrica: in un piano, si considerino due assl cartesiani ortogonall,
e si indichino con X1 ed X2 le coordinate di un punto del piano rispet-
to a questi assi. I punti del pianto le cul coordinate soddisfanoc alle

relazioni (2), ed alla ovvia limitazione:
(3 A1+x2 <1

stanno in un triangolo che ha | suoi vertici nei punti medi del triango
lo avente come lati gli assi e la congiungente i punti unita deqli assi
stessi.

Imponiamo ora ad un calcolatore di produrre dei numeri casuali tra
zero ed 1, ed assumiamo i numeri cosi prodottl come coordinate X1 ed X2
di un punto nel nostro plano; se i numeri sono prodotti in modo indipen
dente l'uno dall'altro e se sono distribuiti in modo suffjclentemente
uniforme, quando le scelte sianc abbastanza numercse, il numero del pun
ti che cade nell'interno del triangolec 1 cul puntl rappresentano coppie
di numeri soddisfacenti alle condizioni (2} sta al numerco dei punti che
cadono nell'intero triangolo come l'area del triangolo piccolo sta a
quella del triangolo grande. Tale rapporto vale quindi 0.25.

Il programma allegato traduce le considerazioni che abbiame svolto.
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In esso S stabilisce il numeroc dei punti da scegliere nel triangolo, M
da 1l numerc dei punti che cadono nel triangolo piccole e che gquindil
coxrispondone a soluzioni del problema. Le istruzioni 130, 131 fanno
scegliere due numeri casuali tra 0 (zero) ed 1. La istruzione 140 veri-
fica che la somma del numeri casualil costruiti non superi l; se gquesto
avviene, la scelta non viene neppure contata, e se ne fa un‘altra; al-
trimenti il punto viene contato, e si verifica pol se le condizioni (2)
sono soddisfatte (Istr. 160, 170, 180); se cid avviene, la scelta viene
computata come favorevole dal contatore M. Quando sl & raggiunto il nu-
mero stahilito di punti, sl esegue il rapporto tra le scelte che risul-
tano favorevoli e il numero totale di quelle esequite.

Ovviamente tale rapporto dovrebbe avvicinarsi al valore teorico
0.25 al crescere del numero delle prove S. Si hanno spesso degli scosta
menti, dovutl al fatto che, nel piccoli caleclatorl, difficilmente 1 nu
meri casuali che vengono generatl da programmi interni sono bene distri
buiti; essi probabilmente sl riproduconc ciclicamente dopo un numero di
prove che pud anche sembrare grande, ma che risulta essere piccolo di
fronte alle esigenze di una statistica precisa.

Un esempio di calcolo eseguito con i1 programma allegato per
$= 10000 dA P = 0.25207479....

Spezzamento del bastone, programma in linguaggio BASIC (Olivetti M10)

¥9: REM. MC2-SPEZ ZAMENTOD
108: INFUT"S="; 5 DEL BASTONE
110: N=0
111:M=0
120: IF N>S GOTO 220
13@:X1=RND (1)
131: X2=RND (1)
14@: IF X1+X2 >1 GOTO 13
15@: N=N+1
160: IF X1>2.5 GOTOLZ2@
:;g:IF X2>2.5 GOTO 1ze@

sIF X1+X2 <@.
19@: M=M+1 % 8070 120
208:60T0 12p
220: BEEF
2381 R=M/N
238: PRINT R
250: END
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S. - Nei precedenti paragrafi abbiamo visto la possibilitd di utilizza-
re 1 programml che generano numeri casuall, o meglic, numeri uniforme-
mente distribuitl in un intervallo, per 1l calcolo di valorl approssi-
nati di aree di figure piane. Daremo qui alcuni esempl 41 altre utiliz-
zazionl di questi programmi, per la risoluzione di certi problemi che
abbiamo gla affrontati nel capitolo IX e che possonc essere considerati
da altrl punti di vista.

Una utilizzazlone del tipo che abblamo in vista si pud avere per
esemplo per la soluzione di un sistema di equazioni; ci riferiamo alla
interpretazione gecwetrica di questo problema che & stata esposta nel
paragrafo 2. del capitolo IX, e utilizziamo le notazionl che sono state
ivi introdotte.

Per la ricerca del valore minimo della funzicne K che & stata defi
nita con la (3) del paragrafoc citato si pud sequire la procedura espo-
sta nelle righe seguenti.

51 consideri un punto U e si calcoli il valore della funzione X
rel punto stesso. S1 prenda poi a caso un punto vicino ad U; a tale sco
po si consideri un quadrato che ha il suo centro in U, ed ha come lato
il valore K della funzione calcolato in U. Si caleoll 11 valore che la
funzicone K assume in un punto X scelto a caso nel gquadrato considerato;
quando tale valore & minore di quello assunto in U, si trasporti ivi 11
centro del quadrato e 3i ricomincl l'esplorazione. Si faccia finire la
procedura quando la funzione abbia assunto un valore giudicato suffi-
clentemente piccolo in relazione al problema che si intende risolvere;
ovviamente le coordinate del punto considerato, in questo caso, danno
delle valutazioni approssimate delle coordinate del punto O che si cer-
ca, e l'ordine di approssimazicne @ determinato dal valore E, stabllito
come massimo per la funzione K.

Il programma PRW1 allegato traduce le considerazioni geometriche
svolte finora. Precisamente: le istruzioni 100....150 danno i valori
dei coefficlienti delle due equazioni lineari considerate; 11 valore del
la funzione K & calcolato dalla subroutine 900....920; la istruzione 180
introduce un limite superiore del valore di K, le 190, 191 danno le coor
dinate di un punto U 4i partenza della procedura, la 200 di un valore
massimo per il numero del calcoli che si ripetono, per evitare che il
procedimento si prolunghi troppo a causa di eventuall errori.

La istruzione 250 calcola una specie di fattore d1 normaliti della
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coppia di equazioni, le 270, 271 introducono le coordinate del punto di
partenza come valori delle variabili della funzione K, la 280 introduce
11 valore iniziale del contafore N, che ferma la procedura se il numero
dei clell & troppo alto, riapetto ad upa stima approssimata iniziale.
Le istruzioni 310, 311 danno il vertice iniziale del quadrato entro i1l
gquale viene fatta la esplorazione del punto scelto casualmente; le 320,
321 danno la scelta del punto stesso. La 330 fa calcolare il valore del
la funzione K nel punto, la 350 fa ripetere la scelta se i1 valore di K
trovato non & inferiore a quello raggiunto in precedenza, le 360....380
trasportano 11 centro del guadrato nel punto trovato e fanno ricomincia
re i1 procedimento, qualora il valore di K nel punto trovato sia infe-
riore al precedente.

Le istruziani 700....720 fanno visualizzare i valorli delle coordi-
nate che hanno senso, nell'‘ordine di approssimazione che & stato stabi-
lito con la istruzione 180.

I1 procedimento qui esposto pud essere ovviamente generalizzato ad
un numerc qualesivoglia di equazionl. E' chiaro infatti che questo non
costituisce una condizione perentoria per la validita della procedura;
& chiaro inoltre che questa pud essere applicata anche nei casi in cuil
le equazioni che si cansiderano non sono lineari, ed addirittura non so

no algebriche.

PRWl, programma in linguaggio BASIC (Olivetti M10)

P9:REM . FPRW1 = FSEUDO RANDDOM WALEK

188: INFUTYAL=";Al1‘ COEFFICIENTI DELLA FRIMA EQUAIONE
118; INPUT "A2=";a2

128:; INFUT “A3=";AZ

138: INPUT"B1=";B1’' COEFFICIENTIL DELLA SECDNDA EQUAZ I0ONE
148; INPUT “B2=";BZ

150: INPUT "B3=";BJX

18@: INPUT "E="iE‘'ERRORE AMMESSO

198: INPUT "Ul=";Ul1l’' PUNTO DI} PARTENZA

191z INPUT "uU2=";U2

200: INPUT "M="3M ° MASSIMD NUMERD DI CICLI

25031 1= AES(Al)+ABS(AZ)+ABS(BL)+ABS(B2?

260:L =1/2

270: X1=u1

271:X2=U2

28031 N=g

298: GOSUB 99D

291:5=J
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30@: IF N>M GOTO 708
305: IFJ<E GOTO 700
318:v1i= Ul — B.5#J
311:v2=U2-0.5#J

320: X1=V1+J#RND (1}

321 X2=Y2+I*RND (1)

33@: GOSUE F0a

348: [F J<S GOTO 350
J0@: GOTO 220

36@: Utr=x1

361:U2=X2

37@: S=J

375: N=N+1

380: GOTO300

70@: BEEEP

71Q:PRINT Ex<{INT(X1/E))
711:FPRINT Ex{INT(X2/E})
720:PRINT N

730:END

F00: F=A1#X1+A2Z2*X2+A3 ' SUBROUTINE DEI.LE ERUAZIONI
210:G=B1#X1+B2#X2+RB3
920: K=ABS (F)+ABS (5)
FID: J=K*l.

F4@: RETURN

6, - Il programma PREWl esposto poco fa pud essere migliorate, congservan
done tuttavia sempre il significato geometrico. Tale modifica pud esse-
re conseguita came segue.

Abbiamo visto che il procedimento applicato porta sostanzialmente
ad esplorare in mode casuale un quadrato avente il suo centro in un pun
to U scelto come punto di partenza; quando si trovi un punto X del gqua-
drato nel quale la funzicone K assume un valore minore di quello assunto
in U, si trasporta in X il centro di un nuovo quadrato, e si ricomincia
la esplorazione, a mpeno che il valore di X ottenuto non sia gid suffi-
cientemente piccolo per considerare le coordinate di X come delle ap-
prossimazioni sufficienti delle coordinate cercate, che fanno assume a
K il valore zero.

Orbene questa procedura pud essere migliorata, cercando di tener
conto in ogni passo del risultato del passo precedente:; ¢id si fa memo-
rizzando i segni degli incrementi delle coordinate, nel passaggioc dal
punto U &l punto X; scegliendo poi il nuove punto U non al centro del
nuovo quadrato, ma in modo che le sue distanze dai lati del nuovo qua-

drato stianec tra loro come 1 sta a 9; cid nella ragionevole presunzione
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di poter risparmiare un certo numero di esplorazioni del nuovo quadra-
to, evitando di cercare 1l nuovo punto X in direzioni {(rispetto ad U)
che presumibilmente non danno diminuzione del valore di K.

Il procedimento viene arrestato, come nel programma precedente,
quando la funzione K assume un valore stimato abbastanza pilccolo, ovvia
mente in relazione al problema considerato.

Le ldee sopra esposte sl sonc dimostrate abbastanza valide, e la
loro applicazicone pud anche portare quasi al dimezzamento del numeroc di
cicli necessari per ottenere un valore soddisfacente della funzione K.

Il programma PRWZ2 traduce le idee esposte; esso consta di due fasi:
una fase iniziale in cui, partendo da un punto iniziale U, si esplora
con scelte casuali un quadratc che ha i1 suo centro in U. Tale fase &
realizzata con le istruzioni 250....350, ovviamente dope le istruzioni
iniziali che introducono 1 coefficienti delle equazioni ed i parametri
analoghl a gquelli del programma PRWL.

Una volta trovato un primo punto X, le istruzioni 380, 381 calcola
no i segni degli incrementi delle coordinate, nel passaggio da U ad X;
le istruzioni 390....401 conducono alla scelta di un punto X nell'inter
no di un quadrato che non ha U come centro, ma & situato nella maniera
descritta sopra. Ad ogni nuovo punto X che 8i incontra si riproduce il
procedimente, il quale viene arrestato con modalitd analoghe a quelle
del programma PRW!.

PRW2, programma in lingquaggio BASIC {Olivetti M10)

79 tREM ., PRW2 = PSEUDO RANDOM WALK
100 : INPUT"A1=";Al" COEFFICIENTI DELLA PRIMA ERUAZIONE

118 : INPUT "A2="j;A2

120 : INPUT "A3=";A3

138 1 INFUT"B1=";B1' COEFFICIENTI DELLA SECONDA EQUAZIONE
14@ : INPUT "B2=";B2

15@ : INPUT "B3=";B3

180 : INPUT "E=";E‘'ERRORE AMMESSO

1908 : INPUT "Ul=";U1’ PUNTO DI PARTENZA

191 : INPUT "“U2a";y2 -

200 : INPUT “M=";M ° MASSIMO NUMERO DI CICLI
25@ 11= ABS(A1)+ABS (AZ) +ABS (B1)+ABS (B2)

260 :L=1/2

272 1X1=y1

271 :x2=U2

280 :N=@

29Q : GOSUB 90@
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291 ;5=J
@5 :IFJ<E GOTO 702

31@ :Vi= U1 - @.5#J

311 sV2=U2-0,.5%J

I2@ :X1=Vi+J#RND (1)

321 1X2=V2+J*RND (1)

332 ;60SUR 900

340 :1F J<35 GOTO 3&0
5@ : GOTO 32@

360 :IF N>XM GOTO 700
370 :IF J<E GOTO 700
38@ :WI=SGN(X1-Ul)

381 :W2=SGN(X2-U2)

385: Ui=x1

3IBL:U2=X2

370 :VI1=U1-0, 1 %I wl]

31 1V2=U2-0. L #IwN2

480 :X1=Vi+Wil*J*RND (1)
401 ; X2=VZ+WZ*I*RND (1)
41@ :GOSUF 0@

428 :IF J<S GOTO 440
4Z2 :GOTO 400

440 :5=g

450 :MN=N+1

440 :60TO 3460

788 :BEEP

712 :PRLINT E# {INT(X1/E))
711 sPRINT E# (INT(X2/E})
720 :PRINT N

730 END

00 :F=A1!X1+A2'X2+93'SUBRDUT 3
910 GoBinxlponkaeny INE DELLE EQUAZIONI
720 :K=ABS(F)+ABS(G)

930 : I=K %L

948 :RETURN

7. - 1 programmi esposti nei paragrafi precedenti hanno presentato la
ricerca della soluzione di un sistema di equazioni lineari sotto l'aspet
to della ricerca del valore minimo di una funziome di pid variabili,

Queste procedure, ed altre analoghe, possono essere applicate anche
a problemi diversi da quelli trattati nel paragrafi ricordati; invero il
problema della ricerca di valori minimi di certe funzioni si presenta in
molte questioni matematiche, anche in casi che possono essere stimati
molto diversi tra loro.

Presentiamo gqui un certo numero di questioni, in cul la risoluzione
dei probleml corrispendenti viene ricondotta alla ricerca di valori mini

mi di certe funzioni di pild variabili.
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Il caso pid semplice, ed in certo modo tipico, di problemi dl que-
sto tipo si incontra quando si cerchi il valore minimo di una funzione
X di due variabili ¥1 ed X2, la cul espressione & data dalla somma dei
valori asscluti di certi polinomi lipeari, in numero non minore di tre:
ricordiamo infatti che il caso di due polinomi lineari & gil stato con-
siderato, ed & stato illustrato geometricamente con il problema della
ricerca dell'intersezione di due rette nel piano, riferito a coordinate
cartesiane X1 ed Xx2.

Nel programma allegato, al quale & stato dato il nome MIN1, la ri-
cerca di un punto le cui coordinate forniscono dei valori approssimati
delle coordinate di quello che dd alla funzione considerata il valore
minimo viene fatta con una procedura che & in parte analoga a gquella
esposta nel paragrafo 4; infatti si parte da un punto iniziale U, di
coordinate Ul ed U2, e si calcola in corrispondenza a gqueste 11 valore
della funzione considerata, che qui viene chiamata JF, e calcolata con
la subroutine dala dalle istruzioni 900....930.

Si costruisce poi un gquadrato avente lato di lunghezza L ed avente
il centro in U, ed in esso sl cercano a caso dei punti; in ognuno di es
sl si calcola i1 valore della funzione JF; quando si incontra un punto
X in cui la funziome ammette un valore minore di quello che ha in U, si
trasporta in esso il centro del quadrato e si ricomincia la ricerca ca-
suale.

La differenza -fondamentale di questo caso da quello considerato
nel paragrafo 4. sta nel fatto che 1A si conosce il valore minimo della
funzione che sl considera: precisamente tale valore minimo & zero, come
2 stato splegato a suo tempo; questa circostanza permette di stabilire
dei criteri ben determinati per arrestare il procedimento di ricerca
del punto, quando la funzione considerata raggiunga dei wvalori che si
stimanc sufficientemente piccoli. Diverso & invece il caso presente,
perché ora non si conosce il valore minimo della funzione che si prende
in considerazione; pertanto occorre stabilire del criteri diversi per
stimare in modc abbastanza attendibile che si sia ragglunto un punto ab
bastanza vicino a quello che conferisce alla funzione il suo valore mi-
nimo.

E' stato qui adottato 1l criterio seguente: si stabilisce un deter
minato intero M, introdotto nel programma con la istruzione 130; quando
sl parte da un punto U e si esplora il guadrato di centro U, si accetta
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che U sia un punto di minimo della funzione considerata se M esplorazio
nl "a caso" nel gquadrato di centro U e lato L non conducono a valori
della funzione minori di quello che essa prende in U.

Ovviamente il criterio qui esposto conduce ad una conclusione che
non & assolutamente certa:; il suo grado di attendibhilitd dipende dal nu
mero M stabilito (cresce ovviamente con M), e cresce con 1l diminuire
del latc L del gquadratc che ha centro in U: infattl se 11 lato diminuil-
sce, 1 punti sceltli a casc si fanno pid "fitti" intorno ad U e quindi
cresce la attendibillti della conclusione. Tale attendibilitd pud ovvia
mente essere migliorata ripetendo il procedimento: per esempio quando
si sia raggiunto un punto X, in corrispondenza a certi valori di M e di
L, si pud ripetere il procedimento, prendendo tale X come punto di par-
tenza, aumentande il valore di M e diminuendo quelle di L.

Ovviamente la certezza assoluta non viene mai conseguita; questa
Circostanza pud servire all'insegnante accorteo e colto per precisare an
ra una volta il significato delle procedure che vengonco adottate per la
soluzione di un problema matematico. D'altra parte, nei casi concreti
che tratteremo in seguito, la incertezza che nasce dalla procedura mate
matica che si adotta deve essere tenuta in conto, insieme con le incer-
tezze delle misure ed in generale deli dati di partenza, incertezza che
@ sempre presente neil problemi in cui la Matematica parte da dati speri
mentali.

E ribadiamo qui che uno degli scopi della formazione matematica é&
proprio quello 4i applicare in modo ragionevolmente alla realtd gli
strumenti costruiti da una dottrina astratta, che viene in generale con
siderata distaccata dalla realta.

Le istruzioni 180....191 scelgene il punto X "a caso™ nel quadrato
di centro U e lato L; la 210 confronta il valore della funzione in X
con quello in U. Se questo & minore, le istruzioni 240....260 trasporta
no in guel punto il centro del quadrato e fanno ricominciare la esplora
zione; altrimentl si ricomincia la esplorazione stessa nel medesimo qua
drato, con le istruzionl 220....230.

51 tiene conto del numerc delle esplorazioni inutili con il conta-
tore N della istruzione 220 e si fa terminare la esplorazione, con la
lstruzione 185, quando il numerc N delle esplorazioni inutili supera i1
limite stabilito M.

La istruzione 290 visualizza, insieme con le coordinate di punte
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trovato con la procedura descritta, anche 1l numero delle volte in cul
la procedura di ricerca & stata ripetuta, contando in cgni caso tanto i
tentativi risultati "utili" che quelli considerati "inutili®.

OSSERVAZINE 1

Nella utilizzazione delle procedure che abblamo esposto occorre te
ner presente che sl possono presentare del casi in cui il valore minimo
delle funzioni considerate viene assunto dalle funzionl stesse non in
un unico punto, ma in tutti i punti di un insieme. La immagine geometri
ca pud ajutare a comprendere questo fatto: si pensi, per esemplo, al ca
so in cui si cerchi il minimo di una funzione data dalla somma dei valo
ri assoluti di tre polinomi lineari. Quando tali polinomi, uguagliati a
zero, rappresentano in forma "normale” tre rette che sono lati di un
triangolo equilatero, dal significato geometrico delle formule, si ha
che ogni punto internmo al triangolo da il valore minimo alla funzione
considerata., Tale valore -~ come & noto - & la somma delle distanze di

un punto interno al triangolo dai tre lati deil triangolo stesso.

OSSERVAZIONE 2

E' del tutto ovvio che le procedure esposte possono essere utiliz-
zate anche per funzioni diverse da quelle trattate nel programma espo-
sto. Sulla base di questi metodi, 1'insegnante accorto potra valersi del
le idee e dei metodi della Geometria per costruire altri problemi e
quindi altri programmi: per esempio si potra verificare direttamente la
validita del teorema 11 quale afferma che, dati tre punti non allineati,
il punto del loro piano per il quale & minima la somma delle distanze
dal tre punti dati vede i lati secondo tre angoll tra loro uguali, che
quindi valgono 120 gradi clascuno.

Ovviamente va sempre ricordato che la verifica numerica, ottenuta
attravérso il calcolo, @ ban diversa dalla dimostrazione; ancora una
volta occorre ribadire che nessun procedimento meccanico pud sostituire
11 ragionamento; e che la formazione a quest'ultimoc & lo scopo finale
dell'insegnamento della Matematica.
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MIN1, programma in linguaggio BASIC (Olivetti M1O)

%9 :REM.RICERCA DI VALORE MINIMO.

120 :INFUT"AL=";Al 'COEFFICIENTI DELLA FRIMA FUNZIONE
101 : INPUT"A2=";A2

182 : INPUT"AJZ="3AJ

110 : INPUT"B1="3E1 COEFFICIENTI DELLA SECONDA FUNZIONE
111 : INPUT"B2=";B2

112 : INPUT"BI=";B3

128 : INPUT"C1="3;C1 COEFFICIENTI DELLA TERZIA FUNZIONE
121 : INPUT“C2=";C2

122  INPUT*LCE=";C3

125 : INFUT*D1=*;D1 COEFFICIENTI DELLA QUARTA FUNZIONE
126 1 INPUT"D2=";D2

127 : INPUT"D3=";D3

130 : INFUT"M="3M

135: INPUT"L=";L " LATO DEL QUADRATO

149 : INFUT"UL="31U1 'DATI INZIALI

141 : INFUT"UZ=";U2

15@ :X1=U1

151 1 X2=U2

169 :GOSUE 700

178 :SF=JF

174 :(=0

175 :N=D

180 :V1=Ul-0,5+L

181 :v2=Uz-DB.5xL

185 :IF N>M GOTO 269

190 :X1=V1+L#*RND (1)

191 : X2=V2+L#RND({1)

200 :GOSUR F0Q

210 :I1F JFSF GOTO 240

220 1N=N+1

221 :0=@+1

2380 :G0TO 185

248 :SF=JF

258 sU1=X1

251 Uu2=xZ

209 :G=@+1

260 :GOTO 175

269 BEEF

270 PRINT"X1=";X1

271 : PRINT "X2=";X2

289 :PRINT “"JF=";JF

290 :FRINT "G=":0

300 :END

0@ :FA=AL*XI+AZ®X2+AT

P10 :FE=BleX1+B2xX2+B3

2@ ;FC=Cl#X1+C2#X2+C3

P21 FD=D1#X1+DZ2#X24D=

g3@ :JF=ABS(FA)+ABRB (FE) +ABS (FC) +AES (FD)
750 :RETURN
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8. - Un caso interessante nel guale possono essere applicate le idee
esposte poco sopra si incontra in relazione al problema che viene abi-
tualmente indicato come problema di INTERPOLAZIONE LINEARE.

Occorre ricordare che questa espressione viene impiegata in rela-
zione a problemi non sempre omogenei; nel contesto presente il problema
pud essere preso in considerazione nel modo seguente: & dato un fenome-
no fisico o sociale, ed in relazione ad esso =1 fanno diverse osserva-
zionl di un legame quantitativo tra i valori di due variabili, che ver-
ranno qui indicate con Z e W. In particolare si suppone che vi siano
delle buone ragioni per poter considerare la Z come "variabile indipen-
dente” e la W come "variabile dipendente".

In queste ipotesi, pud essere utile esprimere il legame tra Z e W
mediante una formula matematica, la quale permetta di calcolare i valo-
ri della variabile W che corrispondono, secondo una attendibile presun-—
zione, ai valori della variabile Z.

Ovviamente la scelta del legame matematico tra Z e W non & imposta
dalla osaervazioée: essa viene fatta in base a criteri dettati da ragio
ni che si richiamanc alla “semplicitd" delle formule o dei calcoli, che
portano dail valori della Z a gquelll della W.

I1 primo tipo di legame matematico che si adotta per esprimere la
dipendenza della variabjle W dalla Z & {1 legame lineare, ciod una
espressione che di i valori di W mediante un polinomio di primo grade
(funzione lineare) della variabile Z, del tipo:

{1} W= PsZ +R

Come & noto, & possibile interpretare Z e W come coordinate carte-
siane di punto in un piano; con questa interpretazicne la equazione (1)
rappresenta una retta nel plano, ed i coefficienti costanti P ed R han-
no certi noti significati geometrici, che sono, per P quello di coeffi-
ciente angolare della retta, e per R quello di intercetta all'origine.

E' presumibile che le coppie di valori delle variabili che si os-
S8IVano non appartengano esattamente ad una medesima retta; tuttavia
molto spesso si adotta una espressione del tipe della (1} per esprimere
1l legame tra le due variabili. Sorge cosl il problema di determinare i
valori dei parametri P e R che entrano nella (1), ed in particolare di

determinare i criteri per una scelta cosiffatta. Infatti, indicando con:
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(2) z1,22,.....2n

1 valori osservati della variahile considerata come indipendente, e in-

dicando con

(3 Wl,W2,.....Wn

i valori corrispondenti osservati della variabile W, considerata come

dipendente, la formula (1) fa corrispondere ai valorl (2) certi valori

4} w®,w2®, .....Wn"

i quali, in generale, non coincideranno con 1 valori (3).

I criteri che vengono generalmente adottati per la scelta di P e
di R si basano sulla ricerca di valori tali da far passare la retta cer
cata "abbastanza vicino™ ad ogni punto le cui cocordinate rappresentanc
coppie di valori corrispondenti osservati. Alla espressione “abbastanza
vicino”™ non & possibile dare a priori un senso preciso; a tal fine si
conviene di rendere minima una funzione opportunamente scelta dei valo-
ri (3) e {4). Per esempio, un criterio classico conduce a scegliere P
ed R in modo che sia minima la somma del quadrati delle differenze tra
i valori della successione (3) e quelli 4i posto corrispondente della
successione (4); per tale ragione il criteric ricordato viene chiamato
abitualmente METODO DEI MINIMI QUADRATI.

Tuttavia, come akbiamo gid detto, la scelta dei criteri non & impo
sta dalla realtd delle osservazioni sperimentali; pertanto si pud pensa
re che anche la adozione Qi criteri diversi per la valutazione di P e
di R possa essere accettabile, in vista dei fini che si vogliono conse-
guire, fini che si possono presentare come la ricerca di semplicita dei
calcoli e delle espressioni matematiche che esprimono il legame tra Z e
W.

Pertanto si potrebbe anche adottare il criterio di scelta per P ed
R che porta a dare il valore minimo alla somma dei valori assoluti del-
le differenze tra i valori della successione (3) e quelli di posto cor-
rispondente della successione (4).

Per questo scopo si pud utilizzare la procedura esposta nel para-

grafo precedente. Infatti a tale scopo si pud scrivere un sistema di
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equazioni lineari, nelle quall le incognite sono rappresentate dai due
parametri incogniti da determinarsi P ed R.

Pertanto la determinazione dei valori di P e A1 R che rendono mini
ma la somma delle differenze delle coordinate delle due successioni pud
egsere ricondotta alla soluzione del problema preso in considerazione
nel paragrafo precedente. A questo scopo pud essere utilizzato il pro-

gramma ivi illustrato.

Il programma allegatc utilizza a questo scopo una parte del pro-
gramma MIN1. Precisamente, a titolo di esemplo, viene preso in conside-
razione il caso in cui siano state fatte 4 osservazioni: si ottengono
cosi 4 funzioni lineari delle due incognite P ed R, ed & possibile uti-
lizzare 1l programma MINl per la determinazione dei valori di P e di R
che rendono minima la somma dei valori assoluti delle funzioni conside-
rate.,

Rel programma allegato, al quale & stato dato il nome di INTP1, le
istruzioni 150-260 coincidono con quelle del programma MIN1, gid commen
tato nel paragrafo precedente. Le istruzioni 10-23 introducono i dati
del prablema presente, precisamente i valori [2) e (23); la istruzione
40 introduce 11 lato del quadrato entro 1l quale viene fatta la esplora
zione, la 30 introduce il valore dell'intero M, con 11 significato che
gli & dato dal programma precedente. Le istruzioni 45, 46 introducono i
valori iniziall per l'esplorazione.

Le istruzioni 50-74 traducono i dati del problema attuale nei dati
del problema risolto dal programma MINi; analogamente le 270-276 tradu-
cono le soluzioni date dal programma MINI nel termini del prablema at-
tuale.

It programma, cosi come & scritto, & applicabile ad una serie di 4
osservazionl; ma la generalizzazione al caso di un numero qualunque &
del tutto ovvia, e pud essere oggetto di facili esercizi.

Esempio: siano 1 dati

{5) Z2=1,2, 3,4

ed 1 valori corrispondenti della variabile W:

(e} Ww=1.23, 2.1, 2.6, 2.9
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L'applicazione del programma INPT! porta alla legge lineare (1)

con 1 seguenti valori per P ed R:

0.527
1.139

1) P

-]
]

Sono state qui riportate soltanto le cifre dopo il puntc decimale
che hanno un significato di informazione significativa, in relazione ai
1'ordine di approssimazione dei dati.

Ovviamente valgono per queste soluzioni tutte le conslderazioni
che abbiamo gid swolte a proposito del metodi di questo tipo. Pertanto
s1 potrebbero ottenere ulteriori informazioni, quande siano necessarie,
partendo dai risultati trovati, aumentando il valore di M e restringen-
do il valore del lato L.

A
w
3 ®
Z
x
¢t
1 2 3 ¢ z
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INTPl, programma in linguaggio BASIC (Olivetti M10}

% sHEM . INTERP. LINEARE:W=P*I+R
10 :INPUT"Z1mY;121
11 :INFUT"22m";22
12 : INFUT"I35=";13
13 : INPUT"Z4="3124
20 : INFUT"WI=";#W1
21 :INFUT"W2=";W2
2Z 1 INFUT"W3=" ;W3
23 : INPUT"W4=";W4
IO : INPUT"M="3M
4@ : INPUT"L=";L
45 : INFUT"U1="3;Ul
44  INPUT"UZ=";3;UZ
50 :Al1=71
51 :Bl=iIZ
52 :C1=13
53 :D1=14
60 :1A2=1
41 ;B2Z=1
&2 :C2=1
&3 :1D2=1
7@ :A3=—-W1
Tl =B3=—W2Z
72 :C3=-W3
74 :D3I=-W4
15@ :Xi=uU1
1591 :X2=UZ
140 :GOSUB 0@
17@ :SF=JF
174 :G=0
L7% :N=@
180 :Vi=U1-@. 5%
181 ::V2=UZ-0.35%
185 :IF N>M GOTO 269
1990 = X1=V1+L*#RND(1)
191 = X2=VZ+L#RND (1)
200 :G0SUB 900
210 :IF JF<SF GOTO 240
220 :N=N+1
221 :Q=0+1
2Z@ :607T0 185
240 :5F=JF
258 :Ul=Xx1
251 :u2=Xx2
255 :Q=0+1
26@ :60OTO 175
269 :DBEEFP
270 :P=X1
271 :PRINT “P="3P
273 i1R=X2
276 sPRINT"R=";R
280 :FRINT "JF="3JF
298 :PRINT "@=";Q
380 :END o
200 :FA=A1#X1+A2%X2+A3
10 :FE=B1#X1+p2#X2+B3
920 :FC=C1#X1+C2#X2+C3
921 :FD=D1#X1+D2#X2+D3
3@ : JF=ABS (FA)+ABS (FB) +ABS (FCY+ABS{(FD}
930 :RETURN
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9. - Nei paragrafi precedenti abbiamo presentato alcune procedure per
risolvere dei problemi matematici con la utilizzazione metodica del cal
colatore; i problemi che abbliamo risolte sono abbastanza elementari, e
la Matematica possiede in molti casi del procedimenti classjicl per ri-
solverli. Un esempio. tiplco di problema cosiffatto & quello di ricerca
del valore minimo A1 una funzicne di una o pid variabili, procblema che
& stato cggetto degli studi del matematici da molto tempo e che, nei ca
si pid comuni, pud essere risolto con regole ormal classiche del calco-
lo infinitesimale.

Tuttavia nol abbiamo voluto presentare anche delle soluzioni che
non fanno appello a nozioni di Matematica superiore, propric per far ve
dere praticamente che l'adozione del nuovi mezzi di calcolo e di elabo-
razione dell'informazione permette di ampliare la gamma dei problemi
che si possono affroptare e risolvere, e per ribadire il concetto, gia
esposto ripetutamente, che la Matematica non & tanto una scienza che
utilizza delle formule quanto una scienza che si cura di inventare del-
le procedure razionali per ottenere delle informazionl in base ai datl
che si posseggono.

Daremo ora qualche cenno di altri problemi che, dal punto di vista
concettuale, sono abbastanza semplici, e che ammettono delle illustra-
zioni geometriche del tutto elementari, ma che in generale non possono
essere risoltl mediante formule; essi pertanto sono stati trattati e ri
solti soltanto recentemente, quando i nuovi mezzi di calcolo hanno per-
messo di escogitare delle procedure efficaci.

I problemi a cui accenniamo vengono genericamente indicati come
PROBLEMI DI PROGRAMMAZICNE LINEARE.

Un problema cosiffatto pud essere enunciato dicendo che si tratta
di ricercare un valore ottimale (massimo oppure minimo, a seconda del
casi) di una funzione di 1° grado (lineare) di pid variabili, nel caso
in cui queste debbano soddisfare ad un certo numero di restrizioni.

Nella maggior parte dei casi della programmazione lineare classica,
tali restrizioni sono espresse mediante delle disequaglianze imposte a
certe funzioni che sono a loro volta funzioni lineari delle variabili.

Illustreremo qui il caso pid elementare di un problema cosiffatto,
caso che contempla funzioni di due variabjli e restrizioni che pertanto
riguardano le due variabili considerate.

Indichiamo le due variabili con X1 ed X2, e le interpretiamo come

4
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coordinate cartesiane di punto in un piano.
Consideriamo pol una funzione lineare FF delle variabili stesse,

espressa da una formula lineare:
(1) FF = FINX1l + F28Xx2

Dalla interpretazione che abbiamc dato segue che, fissat{ che sia-
no 1 valori dei coefficienti F1 ed F2, i luoghi dei punti che soddisfa-

no alle eguazioni:
(2) FF = KF {costante)

sono delle rette, appartenenti ad un fascio di rette tutte parallele
tra loro; il valore di KF determina ovviamente la retta del fascio.
Supponiamo ora che alle variabili X1, X2 siano imposti dei vincoli,

espressi mediante certe disequazioni lineari.
(3) X13=™0 , 2> 0.

La maggior parte dei problemi di programmazione lineare viene enun
clata in modo che 1 vincoli (3) siano in ogni caso presenti. Siano poi
altri vincoli, espressi mediante certe altre disequazioni lineari, che
coinvolgono le variabili. Per fissare le idee, e per semplicitd nella
illugtrazione geometrica e nella scrittura del programma, supponiamo
che tali disequazioni siano le tre segquentdi:

[ GA = Al#Xl + A2wx2 - pI=0
4 GB = BImX1 + B2#X2 - B3 &0
GC = ClaXl + C2#X2 - Cl=0

Osserviamo tuttavia che queste regtrizioni sul numero delle varia-
bili e dei vinceli non influiscono per nulla sulla natura del problema.
Ha d'altra parte, quando 1 numeri delle variabili e dei vincoli sianc
grandi, le procedure da adottarsi sono ovviamente meno elementari di
quelle che esporremo gqui di seguito.

Nel caso che stiamo trattandc, supporremo per semplicitd che le co
stanti A,B,C, che compaiono nelle disequazioni (4), siano tutte positi-
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In questo caso 1;1nsieme dei punti del pianc, le cul coordinate
soddisfano a tutte le condizioni (3) e (4) & un poligono PL che & con-
vesso; esso & clod tale che la retta contenenté un lato del poligono
lascia tutti i punti del poligono stesso da una medesima parte. In par-
ticolare, in questo caso, due lati del poligono PL glacciono sugli assi
delle coordinate.

Per semplicitid supporremo inoltre che i coefficlenti F1 e F2 che
compaiono nella espressione della funzione FF siano entrambi positivi.

CA
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Queste ipotesi - ripetiamo - non sono per nulla restrittive, per
quantc riguarda la natura del problema, ma sono state adottate per ren-
dere pid facile la fllustrazione gecmetrica della soluzione del proble-
ma.

Tale illustrazione conduce facilmente a constatare che il valore
preso dalla funzione FF in un punto X del piano 2 proporzionale alla di
stanza dall'origine della retta del fascio {1} che passa per X.

Ne consegue che il punto X del poligeno PL in cul la funzione FF
assume il suo valore massimo a quel punto di PL stesso per il quale pas
sa la retta del fascio (1) che & la pid distante dall'origine. Cid av-
viene in generale in un vertice del poligono PL; in particolare tutta-
via pud avvenire che un lato del poligono PL sia parallelo a tutte le
rette del fascio (1); in questo caso ovviamente il valore massimo nella
funzione FF viene assunto in ogni punto del lato considerato.

Il programma allegato, al quale & stato dato il nome PL1, adotta,
per quanto possibile, le idee direttive del programma MIN1. In altre pa
role, si fissa un punto di partenza U, si sceglie un quadrato avente il
suo centro in U, e si determinano a caso dei punti nell'internc del qua
drato: per ognuno di essi si verifica anzitutto che appartenga al poli-
gono PL, e pol si calcola il valore della funzione FF. Quando si scopre
un punto X che soddisfl a queste condizioni ed in cui il valore di FFP
sia pid grande che in U, si trasporta ivi il centro del quadrato e si
riprende la esplorazione.

Questa viene considerata finita e di conseguenza viene considerato
raggiunte il valore massimo, se si sono eseguite M esplorazioni inutili,
tall cioé da non fare migliorare il valore di FF.

Ovviamente sl possono ripetere qui le considerazioni gli svolte a
proposito del programma MIN1: precisamente le informazioni che si otten
gono sulle coordinate del punto X che dovrebbe far assumere il valore
massimo in PL ad FP scono da valutarsi con atteggiamento critico; sareb-
be comunque consigliabile ripetere la procedura, prendendo come punto
di partenza il punto trovato, diminuendo il lato L del quadratc ed au-
mentando il numero intero M.

Queste considerazionl possono offrire all'insegnante colto ed ac-
corto molte occasioni per rimeditare sul significato della Matematica e
delle sue procedure.

Il programma allegato, denominato PL1, traduce le considerazioni
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che abbiamo svolto nelle righe precedenti: precisamente le istruzioni
100-122 introduconc i valori del coefficienti delle relazioni di vinco-
lo lineare per le variabili, relazioni che sono in numerc di 3 nel caso
presente; le 130, 131 introducono i coefficienti della funzione lineare
FF della quale sl cerca il valore massimo nel poligono determinato dal-
le condizioni di vincolo e dalle condizioni di non negativitd delle va-
riahili X! ed X2; le 140, 141 introducono le coordinate del punto di
partenza che si sceglie; la 150 introduce il valore dell'intero M, il
cui significato & stato spiegato sopra; la 155 introduce il valore del
lato del quadrato entro il guale vengono fatte le esplorazioni a caso.

Le istruzioni 180, 190 fanno calcolare il valore della funzione FF
nel punto di partenza ed introducono tale valore nélla memcria JF, Le
220, 221 fanno scegliere un punto X a caso nel gquadrato avente centro
in U e lato L; le istruzioni 230, 270 hanno il compito 41 verificare se
il punto X cosi trovato appartiene al poligono PL, clioé se le sue coor-
dinate soddisfano a tutte le limitazioni che definiscono il poligono
stesso. Nel caso in cui anche una sola limitazione non sla soddisfatta
si ricerca un altro punto (sempre nel quadrato di centro U) tornando al
la istruzione 220.

Quando si & verificato che il punto trovatc appartiene al poligonec
PL, s5i procede al calcolo del valore preso dallalfunzione nel punto
stesso con la istruzione 280. Tale valore viene confrontato con quello
gid posto nella memoria JF e precedentemente calcolato. Se il valore
gid memorizzato non viene superato, si ripete la ricerca; se viene su-
perato, si trasporta in X il centro del gquadrato e si ricomincia (istru
zioni 310, 320). Le esplorazioni inutili, cio& quelle che non fanno mi-
gliorare il valore della funzione FF, vengono memorizzate {(istr. 295},
in modo che il procedimento viene arrestato (istr. 210) guando il nume-
ro dei tentativi inutjli supera quell'intero M che & stato stabilito

con la istruzione 150.
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PLi, programma in linguaggic BASIC (Olivetti M10)

99: REM. FL1. PROGRAMMAZIONE I INEARE

102 INPUT"A1="; A1
181 INFUT"AR="; A2
102 INPUT"A3="; A3
11@: INPUT"B1="; B1
111 INPUT B2="; B
112: INPUT"B3="; B3
12@: INPUT*C1=";C1
121z INPUT"C2=";C2
122z INPUT"CI=";C3
13@: INPUT"F1=";F1
131: INPUT"F2=";F2
14@: INPUT"UL="3U1
141: INPUTHU2=" ;U2
150: INPUT"M="35M

"COEFFLULENTY DEL

"COEFFICIENTL DEL

‘COEFFICIENTI

‘COEFFICLENTI DEL FPRIMU VINCOLO

SELCOMDO Y LML

TeRLL VINCOLO

DELLA FUNZIONE FF

‘PUNTO DI PARTENZIA

155: INFUT"L="3L LATO DEL QUADRATO

180: X1=U1

1813 X2=U2

185: GOSUBRSOA

19@: JF=FF

200: N=0

218: IF N>XM GOTO 530
2201 X1=U1-@.5+L+L*RND (1)
221 X2=0U2-0.5+L+_*RND{1)
2I0:IF X1>0 GOTO 240
235:60T7T0 222

240: IF X2 >@ B0OTO 25Q
245: 6070 220

250: IFA1#X1+AZ#X2<A3 GOTO 256Q

255:60T0 220

260: IFB1=X1+B2#X2<B3 GOTO 270

2&5: 6070 220

27@:2 IF Cl#=#X1+C2#X2<C3 B0TO 280

275:607T0 220

200: GOSUE SO0

290: IF FF>JF GOTO31@
295: N=N+1

IP0: 6070 2192

310: JF=FF
I15:Ul=X1
Z16:U2=X2

320:60T0 200

3Z0: BEEP

T4B: PRINT"X1="5 X1
ISAPRINT"X2="3; X2
36@:PRINT"FF=";FF
380:END
SQB:tFF=F1aX1+F2#X2
S510: RETURN
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PARTE IV -~ plteriori spunti didattlici

XI - Problemi di loglca elementare
! «....forse

tu non pensavi ch'io loico fossi.

(Dante Alighieri - La Divina Cowmedie — Inf.XXVII,122)

1. - Dedicheremo i paragrafi che segucnc alla trattazione di alcune que
stioni riguardanti la Logica formale, nella misura in cul gquesta dottri
na ammette alcuni sviluppi che sono collegati pild o meno strettamente
con l'Aritmetica e con 1l'Algebra.

In questo ordine di idee, ci occuperemo della logica delle proposi
zioni non analizzate; a tal fine richiamiamo qui alcune nozioni riguar-
danti questo argomento. Ovviamente cié che diremo non pud essere consi-
derato come una sua trattazione exaustiva (per la quale rimandiamo ai
trattatl specifici), ma vuole avere soltanto il carattere di una breve
ricapitolazione deil punti che pid cil interessano qui.

Nel seguito indicheremo con lettere maiuscole, per esempio A con

indice numerico:
(n Al, ccvieys ANy vunnn

delle proposizioni non analizzate. Con questa espressione intendiamo in
dicare delle proposizioni nelle gquali non intendiamo distinguere i ter-
mini costituenti, come soggetto, predicato, copula verbale.

Invece, data una proposizione Ai, ci interesseremo soltanto se es-
sa sia vera oppure falsa; si suocle presentare questo fatto dicends che
della proposizione ci interessa soltanto il "valore di verita".

Per indicare tale valore di veritd vengono utilizzati dagli Autori
che scrivono di queste cose vari simboli: per esempio i simboll "V* (ve
ro) e "F" (falso), oppure rispettivamente ™T" e “F".

Per i finl che ci interessano, nol converremo qui di indicare con
la ¢ifra 1 i1 valore "vero™ & con la cifra 0 il valore falso; precisa-
mente, considerata una proposizione Ai, indicheremo con il simboli Xi
i1 suo valore di veritd, restando quindi stabilito che i simboll Xi,
quale che sia il valore dell’indice numerio i, indicano soltanto i nume
ri O oppure 1.
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Pertanto, data, per esempio, la proposizione Al, scrivendo:
(2) X1 =1

intenderemo indicare che la proposizione suddetta & da noil considerata

come vera.

.2. - Consideriamc ora certe proposizioni, come quelle simbolizzate nel-

la successione (1); le chiameremo "proposizionl elementari™. E' noto
che, a partire da queste, & possibile costruire delle altre proposizio-
ni, che chiameremo "composte®, mediante certe operazioni logiche. Le
pid importanti e le pid comunemente usate tra queste operazioni saranno
enumerate qul di seguito.

Tall operazioni vengonoc indicate con opportuni simboli, mediante 1
quall si costruiscono i simboli delle proposizionl composte a partire
da quelli delle proposizionl componenti.

Ricordiamo che sono statl proposti varl sisteml di convenzioni per
simbolizzare le proposizionl composte.

Fra { sistemi di convenzioni di uso pid comune ricordiamo:

a) le convenzionl della scucla anglosasscne, che traggono la lore origl
ne dalle notazionl proposte dal matematico italiano G. Peano, ed
adottate poi da Withehead e Russell;

b) le convenzioni della scucla polacca, che sono adottate per la scrit-
tura delle formule matematiche da alcune Case costruttrici di macchi
ne calcolatrici;

¢) le convenzionl che hanno la loro origine nei lavori di G. Boole, e
che sono adottate da alcuni Autori per indicare le strutture di cer-
tl circuiti elettrici, che realizzano le operazioni logiche di cui
ci interessiamo.

Nol adotteremo qui le notazioni della scuola tedesca di loglea,
che ha la sua origine nel lavori del grande matematico D. Hilbert. Os-
serviamo tuttavia esplicitamente che la scelta di questo simbolismo da
parte nostra non ¢ stata lmposta da alcuna necessitd logica, perché
- ripetiamo - le notazioni suddette sono puramente convenzionali; e la
scelta di determinate convenzioni piuttosto che certe altre pud essere
&t&ta soltanto da ragioni &1 abitudine, gusto, convenienza o altre.
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1 simboli di cui ci serviremo per costruire delle proposizioni com
poste a partire da quelle date verranno anche detti "connettivi®.

11 primo connettivo che prenderemo in considerazione rappregenta
la operazione logica di "negazione"; essa viene indicata premettendo il
segno =" al simbolo della proposizione che si intende negare. Pertanto,
data, per esempio, la proposizione Al, si indicher3d con il simbolo:

(3} - al

{da leggersi "non Al) la proposizione che si ottiene negando Al: quindi
la (3) risultera falsa se Al & vera, e vera se Al & falsa.

Gli altri connettivi che prenderemo in considerazione permettono
di costruire una proposizione composta a partire da due proposizioni
componenti; la proposizione composta viene simbolizzata scrivendo il
simbolo del connettivo tra i simboli delle due proposizioni considerate.

Osserviamo che anche questo modo di scrivere le proposizioni compo
ste & frutte di una convenzione; infatti altre convenzioni di scrittura
adottano regole diverse. Tuttavia le convenzioni da nol qui adottate
conducono a delle regole di scrittura che sono molto analoghe a quelle
delle formule algebriche abjtuali, e quindi risultano di lettura abba-
stanza comoda, dopo un esercizio relativamente breve.

I connettivi di cui ci occuperemo nel segquito sono i segquenti:
i) connettivo "et" (detto anche, con espressione inglese, "and"); la

proposizione che si ottiene componendo due proposizioni Al e A2 con

gquesto connettivo viene indicata sol simbolo
(4) AIA A2

La proposizione composta indlcata dalla (4) & considerata vera nel
solo caso in cul le Al ed A2 siano entrambe vere, e falsa in ogni al
tro caso. Essa viene anche chiamata "congiunzione™ o anche "predotto
logico™ delle due proposizioni Al ed A2.

11) Connettivo "vel" (detto anche, con espressione inglese "or"); la Pre
posizione che si ottliene componendo due proposizioni Al e A2 con que
sto connettivo viene indicata con 11 simbolo:

(5) Al WV A2
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Questa proposizione viene considerata falsa nel solo caso in cul Al
e A2 siano false entrambe, & vera in ogni altro caso. Essa viene an
che chiamata “alternativa* o anche "somma logica™ delle due proposi
zioni Al e AZ.

i1j) connettivo "freccia; la proposizione composta da due proposizioni
date Al e A2 con questo connettivo viene indicata col simbolo:

(6} Al —p A2

La espressione (6) viene spesso letta con la frase "se Al allora A2"
oppure "Al implica A2"; per queste ragioni il connettivo freccia
viene anche indicato come connettivo di "implicazione materiale”:
corrispondentemente la proposizione Al viene chiamata “antecedente®
della implicazione e la A2 viene chiamata "conseguente"™ della impli
cazione. La proposizione indicata dal simbolo (6) viene considerata
falsa nel solo caso in cui l'antecedente Al sia vera e la conseguen
te A2 sia falsa, e vera in tutti gli altri casi.

51 verifica che 1 valori di veritd della proposizione (6), in fun-
zione dei valori di veritd delle proposizioni Al e A2, sono gli
stessl della proposizione:

{(n ~-Al V A2

Di consequenza alcuni Autori considerano il connettivo “freccia® co
me un altro modo per esprimere la proposizione composta (7).
ii1j} Connettivo "doppia freccia"; la proposizione composta da due propo

sizioni Al e A2 con questo connettivo viene indicata con il simbolo:
(8) Al & A2

La proposizione (8) viene considerata vera allora ed allora soltan-

to che le Al e A2 sono entrambe vere oppure entrambe false; essa

viene considerata falsa in ogni altro caso.

Conseguentemente 1l connettivo “"doppia freccla®™ viane anche chiama-

to connettivo "di equivalenza®.

Per la scrittura di proposizioni composte con pidl di due proposi-
zioni elementari si adottanc delle convenzioni moltd simili a quelle
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sdottate nella scrittura delle formile dall'Algebra tradizionale.

Per esprimere queste regole si introduce anzitutto il concetto di
"formula ben formata", espressione abbreviata cunvmzio:ﬁlmanta con 11
simbolo “fbf".

Per la definizione del concetto di fbf si danno le seguenti regole:
1) ogni proposizione singola, del tipo delle (1), & wna fbf;

2) se P & una fbf, allora -P & una fbf;
J) se P e Q sono fbf, allora anche ﬁAQ e PYQ sono fbf;
4) nessuna altra formula & una fbf.

Accanto a queste regole che precisano il concetto di fbf, si accet
tano anche le regole abitualmente adottate dall'Algebra per l'impiego
delle parentesi. Precisamente si conviene che una fbf chiusa tra paren-
tesl debba essere considerata come un tutto unico, il cui valore di ve-
ritd deve essere calcclato prima del valore di veritd della espressicne
complessa nella quale la parentesi & compresa.

Infine si adottano delle regole che stabiliscono una gerarchjia tra
connettivi, determinando la portata di questi.

Secondo queste regole, 11 connettivo di negazione ha la portata mi
nima, e quindi modifica soltanto la proposizione che lo gseque immediata
mente, a meno che non si diano altre indicazioni mediante parentesi. Co
sl per esempio con il simbolo:

(N -AlAA2

sl intende indicare la congiunzione della negazione di Al con A2; se
per esemplo sl wolesse indicare la negazione della conglunzione ocoorre

rebbe scrivere:
(10) -{R1AA2)

I connettivl che hanno portata immediatamente supericre a quella
della negazione socno quelli di somma logica e di prodotto logico. Infi-
ne 1 connettivl freccia e doppla freccia hanno portata superiore a quel
la di tutti gli altri.

Quindi per esempic la scrittura:

{11) AlAAZ — AdvAad
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indica 1l'implicazione materiale che ha come antecedente la congiunzione
AlAA2 e come conseguente l'alternativa AWAd,

Con qt:éste convenzioni & possibile scrivere delle formule che con-
tengono un numerc qualsivoglia di simboli di proposizioni e di connetti
vi. Di consequenza @ possibile determinare in ogni caso il valore di ve
rit3d di una formula ben formata, quando siano dati i valorl di verita
delle proposizioni che la compongono.

3, =~ Il calcolo del valore di veritd di una proposizione composta pud
egsere eseguito tenends conto di certe proprieta aritmetiche che condu-
cono a sviluppi int.eressahti anche dal puntc di vista didattico.

Per presentare queste idee ricordiamo che @ possibile stabilire un
omomorfismo tra 1'anello degli interi e quello costituito dai due elemen
ti {0.1}; tale omomorfismo si pud costruire facendo corrispondere ad
ogni intero N il resto della sua divisione per 2.

Nell'insieme di due elementi {0,1} valgono le leggi di calcolo:

0= 1+1 = 0 ; O+l =140 = 1
(1)
OM) = Ox] = 140 = 0 ; 1w = 1

Di consegquenza si ha anche, per un qualunque elemento X dell'insie

me, vale la legge:
(2} X = X

Adottando queste leggil, & possibile costruire, nell'insieme di due
elementi {0,1}, una Aritmetica, che sard da noi richiamata come "Aritme
tica modulo 2%; infatti le regole di calcolo (1) e (2) possono essere
presentate dicendo sémplicemente che ad ogni intero si fa corrispondere
11 resto della sua divisione per 2, e lo stesso sl fa per il risultato
di ogni operazione tra interi.

Forndandoci su questa osservazione avvertiamo che d'ora innanzi,
scrivendo il simbolo di un interc intendereno di indicare indifferente-
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mente un intero qualunque della classe di equivalenza mcdulo 2 alla qua
le 1'intero appa.ttiene, e di conseguenza il simbolo "=" indicherd d'ora
innanzi non l'uguaglianza tra interi, intesa nel senso abituale della
Aritmetica elementare, ma la uguaglianza delle classi di equivalenza a
cul gli interi appartengono; pertanto scriveremo, per esempio:

2=10=0; 7=15=1 .

Con gqueste avvertenze possiamo presentare nella Ta—balla I seguente,
in forma molto elementare, le espressioni che permettono i calcoli atti
a dare i valori di veritd delle proposirioni composte, a partire dai va
lori delle proposizionl componenti, per i connettivl enumerati.

A tal fine scriveremo a siﬁistra a4 ogni rig-a il simbolo dei con-
nettivl tra proposizioni, e sulla stessa riga la formmla arimetica che
permette di calcolarne il valore di veriti modulo 2, tenendo present)

le convenzionl stabilite nel paragrafo precedente.
TABELLA I:
1) Negazicne:

Al ; X1+1
2) Conglunzione:

ALlAR2Z 7 X1ax2
3) Alternativa:
AlVAZ ; X1m2 + X1 + X2
4) Freccia:
Al —» A2 ; KI#X2 + X1 + 1

5) Doppia freccia:
Al d=—p A2 ;X1 + X2 + 1

Ripetiam> che i numeri che stanno a destra di ogni linea sono da
intendersi come indicativi di classi di equivalenza modulo 2.

Con queste osservazioni & possiblle esprimere i problemi logici
sotto la forma di probleml matematici, e quindi adottare per la loro so
luzione le procedure che vengono seguite abitualmente per la soluzicne
dei problemi matematici, espressi e formulati mediante sistemi 41 equa-
zioni.
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Non daremo quil una trattazione generale della teoria, perché rite-
niamo pid semplice ed efficace la presentazione e la discussiocne di un
ésanpio che riteniamo abbastanza caratteristico.

Consideriamo un gruppo di tre amici che ne attendono un quarto, di
nome Maric, in una localitd di villegglatura; e supponiame che in un de
terminato giorno questi amicl facciano del progetti per 1'indomani, pro
getti che possono easere formulati nel modo seguente.

Se domani verra Mario, nel caso in cul ¢l sia bel tempo, andremo
in gita; ma non andremo in gita se fara brutto tempo. Se non andremo in
gita giocheremo a ramino o a bridge, ma se andremo in gita non giochere
0o n& a ramino n& a bridge. Se Mario non verrd non potremo glocare a
bridge; e se giocheremo a bridge non giocheremo a ramino.

Si tratta di valutare le varie ipotesi, prevedento cid che avverra
domani, se si vuole tener fede agll enunciati. Una facile analisi condu

ce a precisare che si possono identificare S proposizioni:

(3) Al ; Mario verrd domani
1) AZ ; domani fara bel tempo
(5) Al ; andremoc in gita

(6) A4 ; glocheremo a bridge
(7) A5 ; gilocheremc a ramino.

Se accettiamo che 1 connettivi presentati rendanc in modo suffi-
clente 1 rapporti logici definiti dalle proposizioni enunciate con il
linguaggic comune, tali proposizioni possono essere formalizzate con le
proposizioni del seguente sistema (S}, composte mediante i connettivi
che abblamo presentato:

ﬂa) Al —» (A2 —» A3)
(9) -A2 —p -A3

(33(10) =-A3 — (A4 VAS)
(11) A3 —» (-AdA-AS)
(12) Ad —p -AS
(13) Al —p -pd

In base alle corrispondenze esposte nella Tab, 1, potremc far cor-
rispondere ad ognuna di queste relazioni logiche una relazione della
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Aritmetica modulo 2 tra i valori 4i veritd delle proposizioni simboliz-
zate. A tal fine ricordiamo che le proposizionl stesse sono tutte consi
derate come affermate, e di conseguenza le espressioni aritmetiche che
la Tab. I fa corrispondere ad ognl proposizione del sistema (5) debbono
essere tutte poste uguall ad 1.

Con questa avvertenza, tenendo presenti- le leggl di calcols che ab
biamo esposto sopra, sl giunge, con passaggi elementari, al seguente si
stema (S'), che traduce le relazioni logiche del sistema (S) in equazio
ni aritmetiche; ogni egquazione del sistema (5')} sard presentata con {1
numero della relazione del sistema (S) che essa traduce, affetto da un

aplce.

{B*) E1=X1%X2#({X3+1)=0

(9"} E2={X2+1) #X3=0

g1y 4100 E3d= (X3+1) #(X4+1)#{X5+1)=0
(111} E4=X3 m{X4nX5+X4+X5)=0
(12") E5=(X1+1)}%xxX4=0

[(13') E6=X45=0.

In forza di cid che & stato detto sopra, la soluzione del sistema
(8) pud essere ricondotta alla soluzione del sistema (5'), clo& alla ri
cerca del valorl dei numeri dell’insieme ©,1 che soddisfano alle equa
zioni del sistema stesso.

La soluzione del sistema {(5') non offre alcuna difficoltd concet-
tuale; si pud tuttavia osservare che non esistono (almeno nei manuali
tradizionali di Matematica) delle formule che diano metodicamente tutte
le soluzioni di un sistema di equazioni del tipo di (5').

Pertanto le soluzioni vanno cercate verificando se le eguazioni
del sistema (5"} sono soddisfatte, in tutti i possibili casi che si pos
sono presentare in relazione ai valori ammissibili delle incognite del
sistema; poiché talil incognite sonco 5 ed ognuna di esse pud prendere i

valorli O oppure 1, i casi da prendere in considerazione sono:
5
(14} 29220202 = 2 = 32

E' questo uno degll esempl in cui 1'impiego del calcolatore pud

rendere facile una impresa che, pur essendo concettualmente banale, ri-
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schia @i diventare molto difficile, se non impossibile, quando si vo-
glia condurla a termine con metodi manuali.

Il programma allegato, denominato LOG2, realizza la esplorazione
metodica di tutti 1 32 casi possibili di cul si & detto, A tal fine si
utilizza una procedura che abbiamo gi& sfruttato nel programma LIN2; es
sa si basa sulla consideraziocne del fatto che tutte le possibili succes
sloni di 5 cifre 0 oppure 1 danno la rappresentazione in base 2 di ogni
intero, da 0 a 31, eatremi compresi.

Pertanto tutti i casi possibili per le incognite X1...X5sipossono
passare in rassegna realizzando le rappresentazione in base 2 di tutti
i numerl interi da 0 a 31 ed assegnando in ogni casc ad ognl incognita
il wvalore della cifra che ha il posto corrispondente al suoc indice.

Il contatore M1 di successivamente tutti questi numeri; le istru-
zioni 170-500 assegnano per ognuno degli interi presi in considerazione
i valori alle incognite, passando attraverso la rappresentazione di
ogni intero nella base 2. Il che avviene mediante la subroutine 900-950.

Quando ad ognli incognita & assegnato il valore O oppure 1, si pas-
sa a verificare se le equazioni del sistema (S) sono soddisfatte dai va
lori considerati. Cid si fa con le istruzioni 550-745; in particolare
sl osserva che abitualmente, quando in Matematica si scrive un sistema
di equazioni, sl intende indicare che ognuna di esse deve essere soddi-
sfatta. Pertanto 1l programma, dato che sia un insieme di valori per le
incognite, passa in rassegna le equazionl del sistema, calcola il valo-
re del primo membro @i ogni equazione per i valori considerati delle in
cognite, € ne calcola il resto module 2 con la subroutine 900-950. Se
anche una sola delle equazioni non & soddisfatta, ciod se il suo primo
membro non dA resto { modulo 2, si passa al valore successivo di M1

La utilizzazione del programma conduce alla seguente tabella di va
lorl possibili per le incognite, cio@ di valori di veritd per le propo-
sizioni del sistema (S):

x1 x2 x3 x x5
Q 1 1 0 0

1 1 1 0 0

1 0 0 1 Q

0 0 0 0 1

i 0 0 0 1

0 1 0 0 1 .
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51 osserva immediatamente che la procedura seguita per la stesura
del programma considerato pud essere adottata gquando si abbia a che fa-
re con un nunero qualsivoglia &1 equazioni e di incognite.

Ripetiamo che non intendiamc dare qui una trattazione generale del
1'argemento: pensiamc che l'esempio ora trattato possa porgere all'inse
gnante accorto una occasione par ribadire 1'idea sulla quale abbiamo
tanto insietito nelle pagine precedenti: 1'idea clod che la utilizzazio
ne delle macchine elaboratrici della informazione, quando 2 fatta in mo
do intelligente ed attivo, pud servire a sﬁimolare la formazione scien-
tifica degli allievi ed a dare una giusta immagine della Matematica.

LOG2Z. EQUAZIONI DI LOGICA, programma in linguaggio BASIC (Olivetti M10)

99 :REM.LOGZ2.EQUAZION]I DRI LOGICA
120 1M] =0

150 :IF M1 > 31 GOTO 85@
155 = P=1

160 :Q21=M1

1790 :605UB 00

180 :1IF P=1 GOTD 0@

181 :IF FP=2 GOTD 350

182 :IF P=3 GOTO 490

18% :IF P=4 GOTD 450

184 :IF P=5 GOTD SO0

302 :X1=0E4
312 :P=P+1
320 :Q1=0Q6
33@ :60T0 17@
350 :XZ=Q04
360 zP=P+1
372 :Q1=0s

3B@ :GOTO 170

422 : X3I=0Q4

410 :P=P+]

420 :Q21=Qs4

4232 6070 17@

450 : X4=Q4

450 :P=P+1

470 :Q1=0Q&

480 :GOTD 17@

500 1 XS=Q4

I55@ :El=X1#X2#(X3+1)
555 1Q1=E1

568 1605UB 700

943 1 IF Q4=0 GOTO S50
J70 tMi=M1+]

388 :160TO 158

590 :E2=(X2+1)#X3
595 tQi=E2

400 :GOSUE Y@0
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405 1 IF Q4=0 GOTO 630
610 :M1=M1+1

620 ;G0O0TO 15@

630 (E3m(X3+1)#{(X43+1)% (X5+1)
&35 1Q1=E3

640 :650SuUPp 0@

645 1 IF Q4= GOTO 4460
658 1Ml=pMl+1

633 ;60T 150

6560 1E4=XIN (XARXS+XA+XS)
&63 :Q1=E4

&7@ 160SUB Y0@

675 ; IF Q4=0 GOTO &90
600 3Mi=Mi+1

685 :GOTO 15a

670 ES=(X1+1)#X4

695 :Q1=ES

7@@ :GOSUB Y2@a

705 :IF Q4a=@ (G0TO 720
718 :Mi=M1+1

715 :607T0 15@

720 :E&6=X4#XS

723 :Q1=Eb

730 :1GOSUB 90Q

735 1+ IF Q4=@ G0TO 6@
748 ;Mi=Mi~+1

743 :6G0T0O 15@

82@ i1BEEP

810 PRINT“X1=";X1
811 :PRINT"X2m";X2
812 :PRINT“X3="; X3
813 :PRINT"X4="; x4
814 ;PRINT"XS5=";X5
020 :STOP

825 :Ml=p1i+1

832 :G0T0 15@

85@ :BEEP

8351 :PRINT "END“
846@ :END

7@0 :Q2=Q1/2 SUBROUTINE PER IL RESTO MOD.2
710 1Q3= INT(@2)
928 :Q4=Q1-2xQ3
930 105=01-Q4

74@ 1Q6=0Q5/2

930 RETURN
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COMPUTE®R ED INSEGNAMENTO DELLA MATEMATICA
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5. Sistemi di eguazioni lineari
6. Ancora sui sistemi di equazioni lineari
7. Ricerca di valori minimi di certe funzioni
8. Problemi di interpclazione lineare
9. Problemi di programmazione lineare

PARTE IV - Ulteriori spunti didattici

Cap. XI - Problemi di logica elementare
1. Proposizioni elementari
2. Propusizioni composte
3. Valore di veritd di una proposizione composta

- 176 -

102

102

106

109

113

118

122
126

132
133
136

143
145
147
152
157

163
164
lo8








