PER UNAALA DELLA MATEMATICA

(R. Manara, 2014)Nella seconda meta degliangi9 0 Car |l o Felice Manar a
dott. Sergio Musazzi per collaborare a un progetto che lo interesso particolarmente.

A Viserba di Rimini, nel parco chiamato Italia in Miniatura, il proprietario Paolo Rambaldi, su
progetto di Musazzi, aveva realizzato una innovativa Sala della Scienza, in cui vari exibit
illustrano, in modo comprensibile e attraente, interessanti fenomédeggi della fisicaNacque
| 6i dea di all argare | 6area dedicata alla divu
potesse in modo analogo offrire visualizzazioni e spiegazioni di argomenti divulgabili di
matematica. Luoghi del genere nasistevano ancora in Italia, mentre gia iniziavano a vedersi in
citta estere: sarebbe stato dunque un tentativo anticipatore.

La proposta piacque a CFM, che | a giudic,
matematica una immagine diversa da quellech  di f fusa abitual ment ¢
particolare mostrandone | 6aspetto estetico e

nutrisse la convinzione che la matematica non possa subire volgarizzazioni per immagini e
illustrazioni, si mse al lavoro sviluppando alcune idee relative alla matematica elementare e non
solo.

Il progetto, purtroppo, nofu realizzatoma quelle idee sono interessanti: alcune hanno visto una
certa divulgazione in luoghi museali successivamente creati anchaliay [(*) altre potrebbero
ancora essere materia di elaboraziéne

Alla costruzione di una sala della matematica, perali@:M aveva pensato anche in anni
precedenti. Per una mostra temporanea presso la Biblioteca comunale di Baggio aveva proposto il
tito |l o : ARGeometri a: ragione, simmetria, bell ezz
ma giaerano statifatti costruire modelli di solidi e di macchine, che si trovano ora presso la
Scuola Tommaso Moro a Milano.
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PROGETTO DI UNALA DELLA MATEMATIOEEDIRETTIVE.

1 - Il progetto di una SALA DELLA MATEMATICA e ispirato a varie finalita. La principale tra queste
§ RIFEINB RStftl YFGSYFGAOlI dzy QAYYF3IAYS RAGSNEI R
infatti molti ricordano la matematica cheaufloro insegnata a scuola come una materia spesso
ostica e difficile, per molti astratta e misteriosa. Anche molti che hanno conoscenze estese di
matematica superiore considerano questa materia come una dottrina di puro servizio, che fornisce
formule e pra@edimenti molto potenti ed utili, ma che non ha alcuna importanza culturale.

Tutto cid non é pienamente giustificato: infatti la scienza costituisce oggi una componente
fondamentale della nostra cultura e della stessa vita civile; e si puo dire sera tili smentite
che la scienza, modernamente intesa, non sussisterebbe senza la matematica.

Inoltre abitualmente la matematica viene presentata come una dottrina quasi cristallizzata e
mummificata: si ignora quasi completamente il suo sviluppo stoiliceece l'evoluzione della
matematica nei secoli si presenta come una avventura avvincente ed entusiasmante di ricerca
della verita, della chiarezza e della certezza. Sarebbe quindi utile una iniziativa culturale che
mettesse in rilievo l'importanza dellaatematica nello sviluppo secolare del pensiero scientifico,
mostrando anche la sua evoluzione storica: dalla matematica dei Greci alle teorie relativamente
moderne.

In questo ordine di idee si pud parlare a buon diritto di "dimensione umanistica della
matematica", perché questa scienza ha accompagnato ogni passo del progresso scientifico e della
maturazione della nostra civilta.

2 - E stato scritto che la matematica & forse I'unica scienza che non ammette volgarizzazioni;
guesta affermazione ha ugrande contenuto di verita, e vale soprattutto per demolire le illusioni

di chi pretenderebbe di facilitare ad ogni costo ogni procedimento di astrazione, di ridurre ogni
concetto ad immagine ed ogni ragionamento a commento di illustrazioni.

Invece ungrande matematico greco affermo che "non esiste via regia" per chi vuole intendere la
matematica: di fronte alla scienza non esistono classi né privilegi di nascita, e il raggiungimento del
sapere € sempre stato, ed ancora rimane, una impresa ed una &adadividuale. Ma si tratta
di un'impresa che ha un valore altissimo, se & vero cio che il grande matematico Vito Volterra
scrisse a Mussolini, rifiutando di prestare gdréy G2 | £ NB I A W&eri dadloaoOA a i |
scrisse Volterrama i teoremi dB dzOf A RS @A G2y 2 RA SUHUSNYyI TA2FAY S



Pertanto la preparazione di una sala della matematica offre notevoli difficolta: riteniamo tuttavia
che valga la pena di intraprendere un lavoro cosiffatto, perché la matematica ha anche un aspetto
estetico che no sempre e conosciuto.

Milano, 10 maggio 1993.



PROGETTO DI MASSIMA.
1 - | poliedri platonici. Pannelli esplicativi con i passi di Platone e la dimostrazione che non ce ne
sono altri. Gruppi dei movimentigidi che mutano in sé un poliedro regolare (Pannelli).
| poliedri regolari stellati con esplicazioni storiche (Poinsot, Cauchy ecc.). Poliedri archimedei di
vario tipo.
Pavimentazioni piane e cristalli.

2 - Cono e sue sezioni. Proprieta invariagitc. Fondamenti di geometria proiettiva. (Su pannelli)
Quadriche rigate e loro sezioni. Superfici rigate sviluppabili e loro spigolo di regresso. Sezioni
rotonde delle quadriche.

3 - Bonaventura Cavalieri ed i suoi teoremi (Pannelli). Curve e tanganto(® Newton).
Il metodo di exaustione; la quadratura della parabola secondo Archimede. La scodella di Galileo.

4 - Eulero.ll giroscopio e sue propriet&Composizionadei moti polari. Ingranaggivoluta ed
evolvente; (il biglietto di banca svizzdjo

Cicloide e sue proprieta (Pascal).

Huygens ed il pendolo isocronico.

5 - Gauss e le superfici curve. Sezioni normali, teoremi di Eulero e Gauss. Triangoli sferici e
pseudosferici. Trasporto per parallelismo di L€wiita e curvatura totale.

6 - Le macchine del gruppo di Modena (rivisitate ed ampliate).
http://www.mmlab.unimore.it/site/home.htmlhttp://www.mmlab.unimore.it/site/home.html

7 - Le canfigurazioni proiettive; la configurazione di Pagipascal; la configurazione di Desargues.
Configurazioni spaziali: la configurazione del pentaedro.[Cfr. Hilbert e Cohn Vossen].
Le pavimentazioni piane (gruppi cristallografici ). Interessa la sirabalone, cioé il passaggio
dall'iconico al simbolico, invece del passaggio inverso, che e fonte della moderna atrofizzazione e
mummificazione del pensiero.

8 - Coniche generate da una proiettivita tra fasci; coniche inviluppo.
9 - Planimetri ed integatfi (Polare di Amsler ed altri).

10 - Algoritmi infiniti. Achille e la tartaruga, la quadratura della parabola e del cerchio, la soluzione
delle equazioni per dimezzamento di intervalli e cosi via. Il tutto dovrebbe essere diretto a dare
una giusta idea ella soluzione del problema matematico, come ricerca metodica di informazioni,
sempre migliorabili anche se non definitivamente acquisite o acquisibili.

11 - Modelli elettrici ed idraulici per la soluzione di equazioni. Il concetto di modello nella acienz
Nomogrammi e nomografia.

12-t ASNNE / dzNAS SR A O02fttS3FYSYGA (NI} FSy2YSyA
fSa LIKSY2YSySaso

13 - Paradossi geometrici; 64 = 65 (?) e loro spiegazione. Considerazioni sul significato e sui limiti
dei modelli e delle figure.


http://www.mmlab.unimore.it/site/home.htmlhttp:/www.mmlab.unimore.it/site/home.html

SCHEDAL: Geodetiche e trasporto parallelo su una superficie.

SCOPO DELLA SCHHDésentare i problemi del trasporto di una direzione sul piano e su una
superficie curva.

1 - Il concetto dirette parallelee diparallelismoé uno dei piu noti e comunemente usati, anche
nelle espressioni quotidiane del pensiero. Questo concéttstato espresso rigorosamente da
9dzOtft ARS ySA adz2zA G9fSYSyiliAés OA28 ySt LINRAY2
enuncia le proprieta del parallelismo tra rette in un Postulato, ovvero con una proposizione non
dimostrata. Questo postato enunciato da Euclide & celebre perché attorno ad esso si sviluppo
tutta una serie secolare di ricerche e di dispute, che nel secolo XIX portd, come esito finale, alla
O2aGNHzZ A2yS RA [dzSttS OKSS@HOYVEREBE OKALI YIFGS aD

Il postula2 Ay LI NRfF X SydzyOAl G2 RI 9dzOtft ARS> Sij dzA
proposizione seguente: Data in un piano una refta considerato un punt® del piano che non
appartenga a, per P passa una unica parallela alla retta data. Questa [eaaperP allar puo
SaaSNBE O2a0NHAGE O2y 2LISNIXYT A2yA SEtSYSydlNAX S
che sono chiamati abitualmenstrumenti geometrici elementari

Qualora si cerchi di esprimere le stesse cose con altre parolpptstbbe prendere in
considerazione il concetto intuitivo direzionenel piano. Questa viene considerata univocamente
associata ad ogni retta del piano; e con questa nomenclatura il postulato della parallela potrebbe
essere enunciato dicendo che, assa@gnnel piano una qualunque direzione, in ogni punto esiste
una ben determinata direzione, che viene detta parallela alla prima; spesso addirittura ci si
esprime dicendo che le due direzi@muincidono

{SYLINE O2y |GGS33aArl YHISE YRR (2 { AMGAaYA2S YISt {ROAA V1
dalla manipolazione degli oggetti rigidi, si suole rappresentare la direzione di una retta nel piano
mediante un vettore. E le proprieta geometriche esposte poco sopra potrebbero essere enunciate
dicendo cheaun vettore puo essere trasportato parallelamente a se stesso, fino a far coincidere la
sua origine con un punto qualunque del piano. Tale trasporto potrebbe essere descritto nel modo
seguente: Dato un vettor®, avente la sua origine in un pun#y e datoun altro punto! Ql
vettore parallelo av ed avente la sua origine i Quo essere costruito facendo in modo che
entrambi i vettori formino angoli tra loro uguali con la retta congiungeént@nA ( fig.1).
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Figura 1




2 - Queste immagini forniscono le idee per estendere la procedura anche ad una superficie che
non possa in alcun modo essere distesa sul piano (per esempio una superficie sferica); e le stesse
immagini permettono anche di mettere in evidenza certe fondatali differenze tra le superfici
stesse.

I ljdzSaid2 &a02L2 &air Llzs |yl AGdzid2 FFENB tQ2aaSN
guale esiste un sistema doppiamente infinito di rette € il piano. Su una superficie curva, diversa dal
piano,puo esistere al massimo un sistema semplicemente infinito di rette; in tal caso la superficie
viene qualificata comegata. Quindi non e possibile trasferire ad una superficie non piana tutte le
osservazioni e le procedure svolte a proposito del piano.

Questo trasferimento & eseguito in qualche caso, e per alcune proprieta, nel caso in cui la
superficie di cui si tratta, pur non coincidendo con il piano, possa tuttavia essere spiegata ed
adagiata sul piano senza alterazioni di distanze e di angoyju@sto caso la superficie viene
chiamatasviluppabileg si usa anche dire che essaagplicabilesul piano. Ma queste operazioni
non sono eseguibili per una superficie in generale; per esempio non sono possibili per la sfera.

bStfQl YOA G 2razibrs €hé & int€ré@sgatioAgRiSrisultano particolarmente interessanti
certe curve di una superficie che realizzano il cammino di minima lunghezza tra due punti; tali
linee vengono chiamatgeodetichedella superficie. Nel caso del piano tali linee sorame é
noto, le rette; nel caso di una superficie sviluppabile tali linee sono quelle che si trasformano in
rette quando la superficie stessa sia adagiata sul piano, senza variazioni di distanze e di angoli.

Nel caso di una superficie che non sia sviaiple le linee geodetiche sono soluzioni di certe
classiche equazioni differenziali del secondo ordine, che traducono la loro proprieta
fondamentale, cioe il fatto di realizzare il cammino di lunghezza minima tra due punti della
superficie. Per esempio, heaso della sfera, tali linee sono i suoi circoli massimi, cioé le curve
intersezioni della sfera con dei piani diametrali, ossia passanti per il suo centro. Per esempio, nel
caso della superficie terrestre, assimilata con buona approssimazione ad ussa gstera, i
YSNARAFYA S fQSldza 6§2NB az2y2 RSftfS 3IS2RSGAOKST

Le curve geodetiche di una superficie hanno in comune con le rette del piano la proprieta di
dipendere da due parametri essenziali; ed in generale si ha che, dati due punti distinti della
superficie, essi determinano una unica geodetica che li congiuPge esempio, sulla sfera due
punti non diametralmente opposti determinano un unico cerchio massimo; la clausola che i due
punti non debbano essere diametralmente opposti indica che occorrono alcune precauzioni nella
scelta della coppia di punti; in formepprossimata, si suol dire che i due punti debbono essere
abbastanza vicini espressione non rigorosa, ma che pu0 essere accettata almeno
LINE GBA&2NAEF YSYGS LISNI FAdziF NB t QAyGdzAT A2y So

Questa proprieta delle geodetiche permette di definire una procedura di trasporto delle direzioni
dei vettori tangenti alla superficie. Questi, ovviamente, in generale non giacciono sulla superficie
stessa, ma, anche in questo caso, per aiuto allazitne, si usa anche dire che sono vettori della
superficie. Orbene, dati due puri ed! @ella superficie, si considera la geodetica (che, sotto
certe condizioni, € unica e ben determinata) che congiuAgeon ! Qdato un vettore della
superficie inA, e possibile definire un unico vettore in ©he formi ivi con la geodetica un angolo
uguale a quello che il vettore consideratoArforma ivi con la geodetica stessa. Si usa dire che il
vettore considerato e stattrasportatolungo la geodetica dAin! (@ la relazione tra i due vettori
viene anche chiamatgarallelismo secondo Le€ivita

Questa procedura di trasporto permette quindi di estendere alcune proprieta della relazione di
parallelismo, che vale nel piano, ad una superficie che non € apidica piano. Inoltre la stessa
procedura permette di mettere in evidenza, come abbiamo gia annunciato, alcune sostanziali
differenze tra il piano e una superficie curva.



Come esempio, consideriamo anzitutto nel piano un triangolo di vefjcB, C(fig.2), e
supponiamo di trasportare un vettore lungo il suo perimetro, partendo dal veARjcgecondo la
procedura descritta; in questo caso le geodetiche del piano sono i segmenti di retta, cioé i lati del

Figura 2

triangolo. La procedura in parola prescrive che il vettore venga trasportato in modo che in ogni

LJzy G2 RSt LISNAYSIONR S&aaz2z FIFOOAI A&ASYLNB 2 ai

aiSaaz2 GASYS FIL Gl aa&o02 NNEetbdelTuttoelementard $$ halche 02 v a

percorrendo il perimetro del triangolo in modo da toccare successivamente i vaiti@, C

guando il ciclo si chiude con il raggiungimento del punto di partenza (in figura tale punto é stato

indicato con! (per metere in evidenza il fatto che esso e punto di arrivo, oltre che punto di

LI NGSYyTFoX Af GSGG2NB GRA FNNAG2¢ &aA a2 ONI LILIR
Le cose vanno in modo completamente diverso sulla superficie sferica: la fig. 3 mostra per

esempio- di sugerficie sferica, e su di essa un triangolo di veAicB, Ci cui lati sono geodetiche

della sfera, cioe dei circoli massimi di essa. Per semplicita possiamo immaginare che il triangolo sia
trirettangolo: se immaginiamo per esempio che la figura rappmésuna parte della sfera

terrestre, possiamo pensare che il purAcia il polo Nord, che il latABsia- di meridiano, il lato

BCsia- di equatore, ed il lataCAsia ancora- di meridiano. Immaginiamo ora di partire dal punto

A (Polo Nord) con unettore tangente al quarto di meridiandB giunti inB, tale vettore risultera
perpendicolare al quarto di equato®C e cosi potra essere trasportato fino al pur@oe sara
quindi ivi tangente al quarto di meridianGA Il vettore potra quindi essere @sportato fino al
punto ! Qoincidente conA, sempre tangente alla stessa geodetica. Pertanto nel punf@sso
risultera ruotato di un quarto di giro in senso antiorario.
In generale si pud dimostrare che un fenomeno analogo si verifica quando sirtraspvettore
per parallelismodiLevi A A Gl f dzy 32 dzy OA Ot 2 OKAdzaA2T SR AY:



Figura 3

NRAadz GF NHz2GFG2 8§ LINRPLERZ2NIAZ2YIFES | ffQldudeil RSE
vettore e stato trasportato.

[ QSaSYLIA2 LINBaSyidlrag2 O02aGA0dzAaa0S dzy Ol a2 Y2f
distingue il piano e le superfici che si possono applicare su di esso dalle altre superfici per le quali
f QF LILX A& pbssidlg’S y 2

OSSERVAZIONI E PROPOSTE

{A LR2GNBOoSNR S&8023AGFNB Y2t4dS NBIFIETATTIFTI A2YyA
della scelta.
1 - Sipotrebbe pensare ad una cupola semisferica trasparente, alta in modo che si possa stare
in piedi di sotto. Sulla cupola potrebbero essere tracciati vari triangoli geodetici; gli operatori
potrebbero far muovere dei vettorini metallici che stanaulla cupola per mezzo di magneti posti
sulle cime di pertiche.

2 - Oppure la cupola potrebbe essere di proporzioni piu modeste, ed i vettorini potrebbero
SaaSNB FFLAOGGA I RSNANB LISNI Saoe O2y @Syidz2asSz S a

3 - Sipotrebbero installare dei modelli di piano e mettere a disposizione degli elastici, per far
tracciare le geodetiche. Lo stesso potrebbe essere fatto sulla superficie sferica. E su altre superfici.
A questo proposito il discorso sara ripreso nella Schedkedicata alle curve di inseguimento e
superfici pseudosferiche.



SCHEDAZ dzNI3S RQAYyaS3dzZA YSyd2 S LlJAaSdzRR2as

SCOPO DELLA SCHESporre i problemi delle curve di inseguimento nel piano ed il loro rapporto
con la pseudosfera di Beltrami.

Le curve dtte di inseguimentasono state studiate da tempo, come esempi tipici di problemi di
cinematica. Esse vengono presentate in modo suggestivo parlando appunto di inseguimento di un
animaleB (preda) da parte di un altro animalk (predatore), il quale, ad oy istante della sua
O2NEBEIFYX aA RANRIAS OGSNEH2 I LIRaAlAzyS FttQAaadl
condizione conduce immediatamente a rappresentare ognuno di questi fenomeni con una
equazione differenziale. Tuttavia e facile conviscehe le modalita in cui il fenomeno stesso si
puo presentare possono essere molto diverse: infatti la preda pud descrivere una curva di fuga
della natura piu varia e con diverse velocita; ed il predatore a sua volta puo avere le velocita piu
varie.

Alcuni casi sono tuttavia interessanti per la loro semplicita e per i collegamenti che essi hanno
avuto, nel corso della Storia, con importanti problemi riguardanti i fondamenti della geometria.
Presentiamo il caso in cui la predapercorra la retta di egazioney = 1di un sistema di
riferimento cartesiano ortogonale monometrico; si suppone che la fuga incominci dal punto di
O22NRAYIGS 6mMZI MO S f QAy a8 Higodrdnkit® (0,50 peitaktB A |
Ff € QAadGlrydGS A yaiildael val&/g. fSiF suppohei iifing/ dhé le liehtita dei due
protagonisti siano tali che la distanza tra essi sia costante, e che ovviamente ad ogni istante la
RANBI A2yS RSt Y2iG2 RStf{QAyaS3dzaGANS &AL |jdzSt ¢

Scegliamo di rappresentare la traiettoria del puod f QA Yy aS3dzZA G2NB0 Ay ¥
a0S3tAlLY2 02YS lhdlaYaBgérkRallattraditofia ad ofni istante, forma con
f QI & aStaldasdold &cresce dal valquét a zero. Sha quindi:

(1) p/42| >0.
Con questa scelta si ha
@p © W OEh
ossia:
2bisyxo p W OEN

quando RSEONA PSS f QAYGESNDIit2 RSGSNYVAYEFG2 REEES 0

3 — =0Ah
S RQIFfGONY} LI NIS ar KIFY
4) —=—"—.

Tenendo conto di (2 bis) e (3) si ottiene, dopo pochi calcoli che non riportiamo
B5G)Qw W (OEFIT-—)Q.
Di qui, integrando e tenendo conto delle condizioni iniziali, si ottiene:

9



6 p W ATIO Wg 1 TGAT 1 TORA).
Le formule (6) e (2 bis) forniscono la rappresentazione analitica delle coordinate della curva, in
funzione del parametrea OKS RSaONR 3S RSONBaOSyR2 f QAY(dSNDI
fig.1

¥
i

I - =
Figural
La curva ha come asintoto la retfaequazione y = 1. X
CFrOSYR2 NMHz2(GFINB yStft2 aLIT A2 ljdzSadal OdzNBI |G
OKS aA SadGdSyRS it QAYyTFAYyAlG2 Sz O2y fI a dzl T

orchestra; essa ha una proprieta importante: la sua curvatura ges® negativa e costante da
punto a punto, e per tale ragione la superficie viene anche chiamps¢aidosferaE possibile
prendere in considerazione le geodetiche di questa superficie, e di conseguenza anche considerare
un triangolo geodetico, ed esegaiil trasporto per parallelismo di un vettore lungo il perimetro

del triangolo geodetico. Alla fine della procedura, il vettore trasportato non si sovrappone al
vettore di partenza, ma risulta ruotato in senso orario (negativo) rispetto ad esso di uroangol
proporzionale alla superficie del triangolo.

10



Questa superficie & servita al Beltrami per fornire un modello del piano della geometria non
SdzOt ARSI RA [20l6S@aiArey AyFlLaaa At . St GNI YA
supeficie e constato che essa coincide con la trigonometria del piano non euclideo iperld)ico.

OSSERVAZIONI E PROPOSTE

La realizzazione concreta di un®@ dzZNJI RQAYy&aS3dZAYSyid2z Ay Y2R?2
interazione, potrebbe essere ottenuta in mattiodi: si potrebbe pensare alla preda materializzata

con una lucina che si muove di moto rettilineo (oppure anche su un percorso diverso) ed al
predatore realizzato con un piccolo robot che segue la luce. In questo caso si potrebbero realizzare
vari casi dcurva, variando le velocita dei protagonisti (0 anche soltanto quella di uno solo di essi)

in modo da rendere possibile la cattura della preda oppure la sua fuga, tale da renderla
irraggiungibile, perché la sua distanza cresce oltre ogni limite.

In forma molto piu economica si puo realizzare una situazione materiale, che sia modello di
guella descritta matematicamente poco sopra, mediante fuehe si potrebbe chiamare un
monopattino schematic@fig.2). In questo apparecchio la purBalescrive la cwa di fuga (la retta
nel caso trattato) e la rotella posteriore ha il bordo tagliente, quanto basta per non permettere gli
spostamenti laterali, in direzione perpendicolare al piano del disco (quei movimenti che i francesi
chiamano ddérapagg: chiamanddA il punto di contatto della rotella col piano, si ha chiaramente
che, quanddB si muove ARS & ONA @S dzy I OdzNWI RQAyaS3adzA YSy (21
di tale curva in cui la distanza tra la preda ed il predatore rimane costante.

11



Questo dispsitivo realizza quindi uno dei piu semplici esempi di sistemi di punti con legami
anolonomi,OA 28 f S3IlF YA RA &az2fl Y2o0AftAdLr S y2y RA Y

sistema, nel piano infinito, puo essere portato in una posizione qualumgaena con una
traiettoria qualunque.

Figura2

NdR

(*) Si possono vedere riferimenti agli indirizzi

http://mate.unipv.it/~cornalba/lezioni/beltrami.pdf

http://www -history.mcs.stand.ac.uk/Mathematicians/Beltrami.html

Di Carlo Felice Manara si puo vedere nel Sito:

Eugenio Beltrami. Matematico ed artist@Conferenza tenuta a Cremona in commemorazione di

Eugenio Beltrami il 7 maggio 1982, in occasione della celebrazione del bimillenario della citta di
Cremona).
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SCHEDA 3: Quadratud®! cerchio.

SCOPO DELLA SCHEDA:NE dzy QARSI RSffS LINPOSRdAz2NBE>x (S2

Sa023AG1 ST ySt O2NBR2 RSA aS0O2fAX LISNJ YA &dzNI N

1 - Il termine quadratura significa quimisuraR S f f, @uindi§uadrare il cerchicsignifica
RSGSNNXAYIINBE fQFINSF RSt OSNOKAZ O2yFNRYyl(lyR2f 1!
di misura delle aree. Scegliendo come quadrato quello costruito sul raggio del cerchio, il problema
della quadréi dzZNJ &A NAO2y Rdz0S I ffl RSGSN¥YAYLITA2YyS R
guadrato costruito sul suo raggio. Questo rapporto viene oggi indicato abitualmente con la lettera
grecapo t SGGI Gt A INBO2¢ 2 | yOKS aSYLX AOSYSy (S at

2 - La deerminazione del valore dd € un problema di cui i matematici si sono occupati da
secoli. Per esempio alcuni storici hanno creduto di poter descrivere la procedura adottata dagli
egiziani per ottenere una valutazione approssimatadel modo seguente.

Si consideri il quadrato che ha come lato il raggio del cerchio; si divida ogni lato del quadrato in 9
parti uguali, e si traccino, per ogni punto di divisione, le parallele ai lati. In tal modo il quadrato
originario si trovera diviso in® = 81quadratini, tutti uguali. Facendo centro in uno dei vertici del
guadrato, si tracci poi un quarto di circonferenza, prendendo come raggio il lato del quadrato
stesso. Dopo questa operazione alcuni degli 81 quadratini risulteranno completamente interni alla
circonferenza, altri risulteranno completamente esterni ad essa ed altri saranno attraversati dalla
circonferenza tracciata. Precisamente si possono contare 54 quadratini interni, 12 quadratini
esterni e 15 quadratini attraversati dal quarto di circonfeza (fig. 1). Se ora si immagina di
@I fdzit NBZ O02YS &A RAOSIE 4R 200KA2¢ tS LI NIA
giungere ad una valutazione verosimile di un rapporto di 64/81 quadratini ricoperti dal quarto di
cerchio limitato da de lati del quadrato e dal quarto di circonferenza; e quindi valutare il rapporto
OGN f QF NBI RSt OSNOKA2 S jdzStftl RSt 3@ RNI (2
oXmMcnXvdzSaa2 ydzYSNR NRAdzZ GF | LILINE & & Achel ag@ LIS N
LI23daSRAFY2S S f QSNNRNB y2y &adzLJSN} Af w© LISNI OS

3-1yQlFfiN}: LINRPOSRdAzNI} LISNJ YA &dzNF NB f QF NS RSt
Si inscriva nella circonferenza un poligono regolare, non intrecciato; allora si puo cercare di
OFf 02t I NB dzy OFf2NB | LILIINRPaAaaAYlFGd2 RSffQFNBI RS
che hanno il vertice comune nel centro e che hanno le lorg hai lati del poligono. Da questa
AYYF3AAYS air LIk aal LINBadgz2z I RAY2aAaGNINB Af (S2N
guella di un triangolo che ha come altezza il raggio del cerchio e come base un segmento lungo
come la circonferenza, apme si suole dire, lairconferenza rettificata.

Si intuisce quindi lo stretto rapporto tra i due problemi: quello della quadratura del cerchio e
guello della rettificazione della circonferenza. Ed in questo caso il terrettiicazionesignifica
confronto della lunghezza della circonferenza con quella di un segmento assegnato: per esempio
il raggio della circonferenza stessa.

Anche questo problema e stato preso in considerazione da tempo, ed e facile conyipgersi
con misure molto rudimentg che la lunghezza della circonferenza € poco piu di tre volte quella
del suo diametro. Per esempio gia nella Bibbia (nel | libro dei Re, VII, 23 e nel passo parallelo del Il
libro delle Cronache, 1V,2) viene detto di passaggio, descrivendo un grande dabronzo, che
la lunghezza della sua circonferenza e tre volte il suo diametro.
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La procedura di valutare un valore approssimato della lunghezza della circonferenza misurando il
perimetro di un poligono regolare non intrecciato inscritto in essdata sfruttata da Archimede
(287212 a.C.) per conseguire rigorosamente un valore approssimato eliper questa ragione
guesto numero € anche spesso chiamatostante di ArchimedeEgli valutd un valore
approssimato del perimetro di un poligono regaadi 96 lati inscritto nella circonferenza,
partendo da un esagono inscritto e raddoppiando successivamente il numero dei lati, per 4 volte.
Il valore calcolato da Archimede & approssimato per eccesso ed € comodamente rappresentato
dalla frazione 22/7 = 3 1/7. Con procedure elementari si puo giungere a scrivere:

3+10/71 =223/71 P < 22[7=3+ 1/7.
E si verifica che la differenza tra i due valori approssimati, quello per eccesso e quello per difetto, &
di poco superiore ad un rmaimo.
Oggi si sa che il numepmnon pud essere rappresentato esattamente con un numero finito di
cifre, ed il suo valore esatto non puo essere determinato con un numero finito di operazioni
algebriche.

A partire dal secolo XVI i matematici utilizzao i metodi del calcolo infinitesimale per
determinare valori sempre piu approssimatiaill valore piu approssimato ottenuto con calcoli
FILOGGA aF YIFy2é Fdz RFG2 ySf wmyTtn RIF {KFIylasz &
Archimede. Utilizando gli strumenti elettronici moderni di calcolo le cifre ottenute superano il
milione.

OSSERVAZIONI E PROPOSTE

4 - t SNJ AffdzadidNINE OA5 OKS § SalLkrauz2 ySt bo +
guadratini delle tre specie (completamente interni, completamente esterni, e attraversati dalla
circonferenza) siano colorati diversamente.

Per illustrare & procedura di Archimede si potrebbe pensare di costruire un tavolo a forma di
semicerchio, con i bordi rilevati. Il diametro dovrebbe essere di 2 m , per facilitare la
comprensione delle misure di cui si dira subito. Il tavolo dovrebbe essere dotatoatiayrper
SaSYLIA2 YSGlIfttA02 NAESQOlIG2d bStftQAYGSNYy2 RSt
tre triangoli equilateri (fig. 2) aventi lati di lunghezza 1 m. Tali triangoli dovrebbero sporgere al di
sopra del bordo, perché si possano famnfronti tra le misure della circonferenza realizzata dal
bordo e le misure dei perimetri dei vari semipoligoni regolari inscritti nella semicirconferenza. Le
misure potrebbero essere fatte con una striscia graduata di materiale inestendibile, avente una
estremita fissata nel punt® della semicirconferenza, in modo da poter circondare la figure
realizzate sul tavolo fino al punt8® [ YA &dz2NT AyATAlIES RSt a$s
ovviamente 3 m.

Si costruiscono poi tre triangoli isosceli, tutguali tra loro, da inserire nelle tre lunule rimaste
vuote, tra i lati del mezzo esagono ed il bordo in cui esso € inserito. (Nella fig. 1 uno di questi
triangoli ha vertich, A Ay).
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Figjura 1

Uno qualunque di questi triangoli isosceli ha una base lunga (ovviamente) 1 m ed una altezza di
MoXopX OY®P® {A 2G0ASyS OzaW tF YSGt RA dzy LI2fA
AA 200ASyS oZmnpXdaiadaNI QésSmatosip. LIdz5 | & & dzY SNB
Ci sono ora 6 lunule tra la meta del poligono di 12 lati ed il bordo del tavolo semicircolare. In
j dzS§a (S RSo602y2 SaaSNB AyaSNRGA ¢ GNARIy3I2fA Aa
oxnnX OY® &6bSft t ltriangoh Badzertici A, A ). Bi otReke cdsk 1& heta di un
L2fAI2y2 NBIA2f{ I NB RA Hn fFTGAX S tF YAadaNI RS
che fornisce un secondo valore approssimatg.di
Si constata ora che la costruzioneattri triangoli da inserire nelle lunule rimaste , e poi quella di
costruire i triangoli da inserire nelle lunule che si ottengono, diventa materialmente molto difficile.
Con le dimensioni che abbiamo scelto per il tavolo semicircolare, e con gli strudnamsiura che
possediamo, ogni sforzo materiale per ottenere ulteriori informazioni affidabili risulterebbe poco
F2YyRIFG2d LYy@SOS At aayvyozftAiavyz2 YFGSYFGAO2 SR )
modo distaccato dalle condizioni materialigeindi di conseguire informazioni esatte ad un livello
che nessuna procedura materiale potrebbe permettere.
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SCHEDA 4: Volume della sfera. Scodella di Galileo.

Si consideri un recipiente C (come Cilindro) a forma di cilindro circolare retRjl seggio della
ol asSz S &air &adzi2y 3l OKRSS ihserive i qiiésio recipieité la madaNiB  dz
una superficie sferic&, avente pure raggio R, in modo che i due bordi (quello della mezza sfera e
quello del recipiente cilindrico) coiittano; allora la mezza superficie sferica tocchera il fondo del
recipiente nel suo centro, che indicheremo d@nSi ottiene cosi un solido, una specie di scodella,
OKS Ittt QAYGSNYy2 8§ tAYAGEFGE RIEff1  YST buperfisiezLIS NF
laterale e dalla base del cilindro.

Il volume del cilindro & noto ed é facilmente calcolabile: se si potesse determinare il volume del
a2t AR2 GalO2RStftl & At @2tdzyS RSttt YSITF a¥sSn
ottenere per sottrazione di quello della scodella da quello del cilindro. Questo appunto ha fatto
Galileo con una interessantissima procedura.

Chiamiamo per il moment@ il centro della sfera, che & anche il centro del cerchio che forma il
bordo della scodellae consideriamo il cono circolare retto che ha vertic®ed ha come base la
base del cilindro. Galileo dimostra che il volume del cono & uguale al volume della scodella
appoggiandosi sulle seguenti considerazioni: sechiamo le due figure (cono eacoalellin piano
che sia parallelo alla base comune al cono ed al cilindro; indichiamb Bodistanza di questo
piano daO. Pertanto saraR- h) la distanza del piano dalla base del cilindro e del cono. Il piano
considerato interseca sul cono un cerghiocui raggio é, come si dimostra facilmente; quindi la
sua area € Q. La scodella invece viene secata dal piano secondo una corona circolare: il raggio
della circonferenza esterna della corona e ovviameRtdl teorema di Pitagora permette poi
facimente di dimostrare che il quadrato del raggio della circonferenza interna Yale Q.
VdZA Y RA dzy FlL OAES OFftO2ft2 LISNN¥SGGS RA OSNRARTFAOI
dz3dzt £ S | tfQF NBIF RSftfl O2NRYyl OAND2fl NBo

Y
\\
\\

£ S
RN
| .
QR £ A B |V

Figura 1

A questo punto Galileo intuisce un teorema fondamentale, che sara in seguito enunciato da
Bonaventura Cavalieri (1598547) comeprincipio (non dimostrato) nella su&eometria degli
indivisibili e che oggi si dimostra rigorosamente con gli strume@ifdf Q! yI t AaA al
Secondo questo principio, due solidi hanno volumi uguali se avviene che abbiano are¢utiguali
le sezioni dei solidi stessi ottenute con un piano che si muove mantenendosi parallelo a se stesso.
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Di conseguenza Galileo ottiereszolume della mezza sfera sottraendo da quello del cilindro non
il volume della scodella, ma quello del cono, che si sa calcolare elementarrharfig. 1 mostra
dzy I aSiT A2yS RStftl a02RStftl Fradl O2y todAeilLIAl y 2
raggio della sezione del cono con il piano che ha per traccia la retta sulla quale stanno tutti i punti
Q, A, B, UIL triangolo che ha per vertici i pu@i Q, Aé ovviamente rettangolo isoscele , e quindi
si haQA = QO =.h

Il triangolo di verticD, Q, Be rettangolo, ed il teorema di Pitagora conduce a concludere che

06 06 OGO Y Q8

La fig. 2 mostra le due sezioni ottenute con un piano parallelo alla base del cilindro. Il cerchio
interno € la sezione delono con il piano.

Figura2

OSSERVAZIONHENon dovrebbe essere difficile costruire in perspex i due solidi rotondi: la scodella

e il cilindro con il cono inserito, e studiare una verifica sperimentale, del tipo di quella che e stata
escogitata peril teorema di Pitagora: per esempio riempire una della due cavita di acqua e
BSNAFAOINB LI2A OKS tF adSaal ljdza yiAadtr RA Al dz
CFM 102799
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SCHEDAS: Il procedimento di exaustione.

SCOPO DELLA SCHEDMS a Sy (i NB | f OdzyA LINRPof SYA Of I aaAx oA
di figure non poligonali, ed illustrare il procedimento di exaustione.

La quadratura del cerchio & soltanto il primo e piu semplice dei problemi che si presentano
guando sivoglia determinare la superficie di una figura non poligonale: precisamente una figura il
cui contorno possieda qualche tratto che non é rettilineo. La nostra matematica possiede oggi gl
strumenti per risolvere il problema in un vastissimo insieme di; gasi € appena necessario
ricordare che gli strumenti teorici che noi possediamo sono il frutto di un lungo, secolare
progresso, dovuto agli apporti di innumerevoli studiosi, e soprattutto alle intuizioni geniali di
matematici il cui nome e rimasto nelleosta della nostra scienza. Questi hanno avuto e sviluppato
certe intuizioni che sono state punto di partenza per le teorie della scienza di oggi.

Uno di questi personaggi € senza dubbio Archimede-2227a.C.), che ha risolto il problema
della quadratwa del segmento di parabola con procedure che sfruttano la ripetizione di operazioni
FyEFf23KS S fQF@OAOAYIFYSYy(i2 AYRSFAYAG2 R dzy
procedure che hanno dato luogo ai concettatijoritmoe dilimite della nostra natematica.

Il geometra siracusano parte da certe proprieta della parabola sulla cui dimostrazione non
possiamo soffermarci, e che pertanto ci limitiamo ad enunciare.

Siano A e B due punti qualunque di una parabola, e sianoe b le tangenti alla cura
rispettivamente nei punti in parola (fig.1). Indichiamo dohpunto comune alle due rettaeb, e
siaM il punto medio del segmento limitato dai due pu/te B. Indichiamo corCil punto in cui la
parabola e intersecata dalla retta che congiurldecon T, e siac la tangente alla curva i
Indichiamo conl @ . @Qpunti in cui tale tangente interseca le rettee b rispettivamente. Le
proprieta a cui facevamo cenno sono le seguenti:

1) latangentecalla parabola irfCé parallela alla retta che congiungeonB;
2) il puntoCe il punto medio del segmento che hacome estrenfda . QT
3) il puntoCeé anche il punto medio del segmento che ha come estidraiT.

Quindi il segmento che ha come estreAie B ha lunghezza dgpa di quello che ha come
estremi! @ . (ed il triangolo che ha come vertici i pudtj B, Tha dunque area doppia del
triangolo che ha come vertiti WY~ . Q% ¢

Su queste proprieta della parabola (cheripetiamo ¢ ci limitiamo a riportare omettendda
dimostrazione) Archimede adottd una procedura del tutto originale per calcolare la superficie
della parte di piano limitata dal segmento di estreive Be dalla curva.
XXXXXXXXXXXXXXXD
XXXXXXXXXXXXXXDD
NdR.

La scheda & incompleta. Sipudtrovare inbd GG T A2y S RSt f QF NH2YSyd?2

http://areeweb.polito.it/didattica/polymath

da cui riprendiamo la citazione e la figura che illustra il procedimento cui evidentemente CFM si
riferisce.
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GXXXP! NOKAYSRS Rt LRA dzyl &aSO2yRIFX Yl RAGS!
RAY2a4UN}I YyR2 OKS € QFNBIF RSt GNAFy3I2f2

Ay aoONR G

dei corrispondenti triangoli inscritti ACD e BCE. Ripetendo atgsso suggerito da questa
NBfFTA2yS LISNIA GNRIy3I2ftA /5 § . /9%
e data dalla somma della serie infinita:

T T T T
TH+—+—S+ o+ +—+...= E( 1 ):TL:ET.
-1 3

NRA & dzf 4 |

4 4 4 4" =] T

1 !_,.ﬂ' u
XXXXXXXXXXXX
Archimede non parla di somma della serie infinita perché ai sewipt i processi non finiti
venivano disapprovati; ricorrendo invece a una dupteguctio ad absurdunirchimede dimostra
OKS fQFNBI RA Y y2y LRISHTO S&GAaSNS yS YIIIA2NB
Da http://areeweb.polito.it/didattica/polymath

{A Llz5 @GSRSNBE fQFNH2YSyG2 IyOKS IyOKS Ay
http://www?2.dm.unito.it/paginepersonali/ferrarese/conferenze/l1%20metod0%20di%20Archimed
e.pdf
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SCHEDA 6: Dividere in parti uguali

SCOPO DELLA SCHEDAB a Sy I NB

fQFaLiSaaz

3S2YS{GNMO2 [

riguardanti le grandezze; in quest@aso il problema della divisione di una grandezza in parti

uguali.

1 - Uno dei problemi che conseguono dalla applicazione della geometria elementare alla realta
materiale & quello della divisione delle grandezze in parti uguali: questa operazioeeegeguita

in modo facile sui segmenti, ed €& il punto di partenza per la misura delle lunghezze. Il fondamento
teorico della operazione, e di tutte le sue conseguenze, & costituito dal teorema che viene

attribuito al geometra Talete [Talete di Mileto, €é24p n p
della Grecial.

0]

I ®

Yy 2 @SN G

La fig. 1 presenta un fascio di rette tra loro parallele, che determinano segmenti corrispondenti

proporzionali su due secanti qualunque.

Figura 1

Questa proprieta viene sfruttata praticamente con uno strumento di impiego molto diffuso, che
viene chiamatgpantografo (v. fig. 2). Come e noto, esso puo essere impiegato per ingrandire o
rimpicciolire disegni, ed anche per costruire un sottomultiplo alisegmento dato secondo un

numero interon qualunque; nella figura si ha per esempig 3.
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Figura 24

2 - [ Q2LISNIT A2ySs OKS | LI NB Oz2aw asvywkr A0S SR
difficolta maggiori, ed in certo senso inattese, nel caso degli angoli. Infatti gia nel caso della
RAGAEAAZ2YS RA dzy |y32f 2 | dzidnelsyolj pein genéraldessde LI NI
eseguita con i soli strumenti elementari (riga e compasso ) che si impiegano per la divisione in
parti uguali del segmento qualunque. Il corrispondente problema viene chiapratema della
GNR&ST A2y Sd RSBAYRIEYFTIZ2E 2t QAYBSYGASBE RSA YIFGSYIl
infatti ricondussero il problema della trisezione a quello della inserzione di un segmento di
assegnata lunghezza soddisfacente a certe condizioni.

La situazione corrispondente & iltteta dalla fig. 3: sianeaebA f I 0A RSt QF y32f
dividere in tre parti uguali, e s@@il suo vertice. Si tracci un arco di circonferenza con cent@en
raggior arbitrario, e siandAeBA  LJdzy G A Ay OdzA f QI NEaelRRAS { XANDR2I/ZF
dato. Si immagini ora di poter trasportare rigidamente un segmento di estkediYin modo da
soddisfare alle seguenti condizioni:
1) la lunghezza del segmento sia uguale al raggi& £ f QF NO2 RA OAND2YyFSNBY
2) f Qréndoikdel segmento stia sulla retta a cui appartieneillaR St € QF y32¢t 2 RIFG2T
) f OSaYRStY2aS3IAYSyiad2 adAl adzZ f QF NO2 RA OAND2Y TS
4) la retta del segmentXYpassi peB.
{S (dzidS tS O2yRATAZ2YA &2y BXALR&Eedrd) elud Brzod A R
RSt f QI y BPA Pa diRbsiiazione (che non riportiamo qui) si ottiene fondandosi sulle
proprieta degli angoli interni dei due triangoli, entrambi isosceli, che hanno i verB®¥ed in
XYO
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Figura 3

Secondo gli storici, la matematica greca considerava elementare e quindi ammetteva come
NAI2NRalFYSYGdS GFrftARI fQ2LISNITA2yS OKS O2yaral
tra due curve. Operazione che appare facilmente immaginabile, secsita tra le operazioni
I YYA3adA0AEA ftQAYyAASYS RStEtS y2aiNB YIyALREIFT A
preferisce non considerare tra le operazioni elementari che conducono alla costruzione della
soluzione rigorosa di un problemaageetrico.

3-{dzA £ O2a0GNMzZl A2yS 2NJ 2N} SaLkRadl 8§ T2y RI (2
numerositrisettori inventati nel corso dei secoli.

Figura 4

Tuttavia e Qossibile costruire anche altri meccanismi che sono attsalllZione del problema di
GNRASTA2yS RSttQlFy3a2ft2 S odigeni artictildlj didé ghgcdapishe | f
costituiti soltanto da aste rigide, collegate tra loro soltanto da snodi che permettono la rotazione
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RA dzy QlF &G NIntigldSund & questi hedzrariisiil-dris€itdre di Kempeillustrato
nella fig. 5.

Figura 55

Il personaggio principale del meccanismo & un quadrilatero articolato intrecciato, come quello
che ha i vertici ifD, A, BC Trale aste che formano il quadrilatero sussistono le seguenti relazioni:
(1606 66N 06 0@
Il puntoDF LILIF NIi A SBCed &tdlefctilvaiga la relazione:
2— —.
Nel quadrilatero di vertidD, B, D, Bi ha:
(3) U0 60N U6 OB
| due quadrangoli intrecciati rispettivamente di vert@j A, B, @d O, B, D, Eisultano quindi
simili, e in particolare si ha che gli angaldBe BOE entrambi con vertice i, sono tra loro
dz3dzl £ A ® L Lidzy (i REed® talelchellsi Mibia:Sy S | £ £ QF ad
@— —.
Inoltre nel quadrilatero di verti®d, E, F, Gi ha:
(5) 60O 00N U0 0O®
| due quadrilateri intrecciati di verti®, B, D, Ed O, E, F, @sultano quindi simili, e in particolare
si ha che i due angddiOEed EOG entrambi con i vertici i®, sono uguali tra loro. In conclusione si
23



